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「確率」

↓

データを扱う方法
統計学・機械学習
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確率にまつわる話
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実験１
モンティホール問題
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• 三つの扉のうちどこかに賞品が入っている．
• 挑戦者はそれを当てる．



6ルール
１．挑戦者が一つの扉を指定する．

これ

２．司会者が残りの「正解でない扉」の一つを開ける．（どれを開けるかは等確立）

３．この結果を受けて挑戦者は選びなおす権利が与えられる．

？？

扉を変えた方が得か？変えない方が得か？



実際にやってみる
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正解

選択を「変えた方」が得

8



直感的な説明
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扉の数を増やしてみよう．



直感的な説明
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司会者が残りの「正解でない扉」を開ける．

この扉がかなり怪しい



確率を計算
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正解の確率 2
3

2
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3
扉を開いても確率が残る

確率
そのままが正解：

1/3
変えるが正解：

2/3

ドア２または３に
賞品がある確率
は2/3

ドア３の可能性はな
くなったので，ドア２
に賞品がある確率
は2/3



条件付き確率
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事象Ａ：司会者によってドア２が開かれる事象
事象Ｂ：ドア１に賞品がある事象

ドア１ ドア２ ドア３

挑戦者はドア１を選び，司会者はドア２を開いたとしよう．

• P(A)：事象Ａが起きる確率
• P(B)：事象Ｂが起きる確率
• P(A|B)：事象Ｂで条件付けた事象Ａの確率

「ドア１に賞品がある時に，ドア２が開かれる確率」
• Ｐ(B|A)：「司会者によってドア２が開かれた時に，ドア１に賞品がある確率」

→求めたい確率 (扉を変えないことが正解である確率)

すぐわかること P(B)=1/3,
P(A|B)=1/2 (司会者はドア2かドア３を開ける)
P(A)=少し難しい

ドア１ ドア２ ドア３

司会者はどちらかを開く

(より厳密な導出)



P(A)=(ドア１に賞品があってかつドア２が開けられる確率) +
(ドア２に賞品があってかつドア２が開けられる確率) +
(ドア３に賞品があってかつドア２が開けられる確率)

=P(ドア２が開かれる | ドア１に賞品) x P(ドア１に賞品) + 
P(ドア２が開かれる | ドア2に賞品) x P(ドア2に賞品) + 
P(ドア３が開かれる | ドア３に賞品) x P(ドア３に賞品) 

= (1/3)   x   (1/2) + 

(1/3)x 0 + 

(1/3)  x    (1)

= 1/2
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ドア１に賞品 ドア1に賞品があるならドア２と３のどちらかが等しい確率で開かれる

賞品があるドアは開かれない

ドア３に賞品 ドア３に賞品があればドア２が必ず開かれる

「ドア１に賞品がある
という条件のもとで

ドア２が開かれる確
率」という意味．

ドア１ ドア２ ドア３ ドア１ ドア２ ドア３ ドア１ ドア２ ドア３

① ② ③

①

②

③

司会者はどちらかを開く 司会者はドア３
を開く

司会者は
ドア２を開く



ベイズの定理
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ベイズの定理 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴 =
𝑃𝑃 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝑃𝑃 𝐵𝐵

𝑃𝑃 𝐴𝐴

𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴 =
𝑃𝑃 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝑃𝑃 𝐵𝐵

𝑃𝑃 𝐴𝐴
=

1
2 �

1
3

1/2
=

1
3

P(B)=1/3, P(A|B)=1/2, P(A)=1/2

事象Ａ：司会者によってドア２が開かれる事象
事象Ｂ：ドア１に賞品がある事象

ドア１ ドア２ ドア３

扉を変えない方が正解の確率

扉を変えた方が正解の確率1 − 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴 =
2
3

わかったこと

設定：挑戦者はドア１を選び，司会者はドア２を開いた．

「司会者がドア２を開いたという条件のもと，ドア１に賞品がある確率」



実験２
クーポンコレクター問題

15



16

１０個のビンに１個ずつ球を入れてみよう．
どのビンに入れるかは等確率で選ぶ．

この試行を𝑘𝑘回（たとえば２０回）繰り返した時に何個のビンに球
が入っているか？空のビンはあるか？

問題：



コンプガチャ問題
17

問題を少し修正：
何回球を落とせば，全部のビンに球が入るか？

言い換えてみる
「球を落とす→ガチャを引く」「ビン→アイテム」

何回ガチャを回せば，全アイテムをコンプリートできるか？

実際にためしてみよう
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問題を分解：
4アイテムが手に入っているときに，次に５アイテム目が手に入るまでの回数
(𝑘𝑘アイテムを手に入れてから𝑘𝑘 + 1アイテム目を手に入れるまでの回数)

アイテム １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

P 𝑁𝑁4 = 𝑥𝑥 =
4

10

𝑥𝑥−1
�

6
10

𝑁𝑁4：４アイテム→5アイテムまでにガチャを回した回数

最初の𝑥𝑥 − 1回はすでに手に入っている4アイテムのうちどれかが出て，
最後の𝑥𝑥回目に残りの６アイテムのうちどれかが出る確率

𝑁𝑁4 = 𝑥𝑥である確率



𝑘𝑘=4

𝑘𝑘=2

一般化
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P 𝑁𝑁𝑘𝑘 = 𝑥𝑥 =
𝑘𝑘

10

𝑥𝑥−1

�
10 − 𝑘𝑘

10

𝑁𝑁𝑘𝑘： 𝑘𝑘アイテムを手に入れてから𝑘𝑘 + 1アイテム目を手に入れるまでの回数

𝑁𝑁𝑘𝑘 = 𝑥𝑥である確率

最初の𝑥𝑥 − 1回はすでに手に入っている𝑘𝑘アイテムのうちどれかが出て，最後の𝑥𝑥回
目に残りの10 − 𝑘𝑘アイテムのうちどれかが出る確率

𝑘𝑘アイテム 10 − 𝑘𝑘アイテム

𝑁𝑁𝑘𝑘の平均（期待値）

�
𝑥𝑥=1

∞

𝑥𝑥P 𝑁𝑁𝑘𝑘 = 𝑥𝑥 = �
𝑥𝑥=1

∞

𝑥𝑥
𝑘𝑘

10

𝑥𝑥−1

�
10 − 𝑘𝑘

10
= ？



20

=
1/10

1 − 𝑘𝑘/10
+

𝑘𝑘/100
1 − 𝑘𝑘/10 2 � (10 − 𝑘𝑘) =

10
10 − 𝑘𝑘

= �
𝑥𝑥=1

∞ d 𝑘𝑘
10

𝑥𝑥

d𝑘𝑘
� (10 − 𝑘𝑘)

=
d

d𝑘𝑘
�
𝑥𝑥=1

∞
𝑘𝑘

10

𝑥𝑥

� (10 − 𝑘𝑘)

=
d

d𝑘𝑘
𝑘𝑘/10

1 − 𝑘𝑘/10
� (10 − 𝑘𝑘)

�
𝑥𝑥=1

∞

𝑥𝑥P 𝑁𝑁𝑘𝑘 = 𝑥𝑥 = �
𝑥𝑥=1

∞

𝑥𝑥
𝑘𝑘

10

𝑥𝑥−1

�
10 − 𝑘𝑘

10

等比級数の和の公式

𝐾𝐾についての微分に置き換え

９アイテム目をゲットした時から１０アイテム目をゲットするまでの
平均回数は１０回！



コンプリートするまでの回数
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コンプリートするまでの回数

𝑁𝑁0 + 𝑁𝑁1 + 𝑁𝑁2 + ⋯+ 𝑁𝑁9 = ∑𝑘𝑘=09 𝑁𝑁𝑘𝑘

コンプリートするまでの回数の平均 = 𝑁𝑁𝑘𝑘の平均の和

�
𝑘𝑘=0

9
10

10 − 𝑘𝑘
= 10 1 +

1
2

+
1
3

+ ⋯+
1

10
≅

調和数(約2.93)

【一般化】𝑁𝑁種類のアイテムをコンプリートするまでの平均回数

�
𝑘𝑘=0

𝑁𝑁−1
𝑁𝑁

𝑁𝑁 − 𝑘𝑘
= 𝑁𝑁 1 +

1
2

+
1
3

+ ⋯+
1
𝑁𝑁

29.3



調和数の大きさを評価
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【一般化】𝑁𝑁種類のアイテムをコンプリートするまでの平均回数

�
𝑘𝑘=0

𝑁𝑁−1
𝑁𝑁

𝑁𝑁 − 𝑘𝑘
= 𝑁𝑁 1 +

1
2

+
1
3

+ ⋯+
1
𝑁𝑁

𝐻𝐻𝑁𝑁

𝐻𝐻𝑁𝑁
(𝑁𝑁=4)

log(𝑁𝑁 + 1) log(𝑁𝑁) + 1

log 𝑁𝑁 + 1 ≤ 𝐻𝐻𝑁𝑁 ≤ log 𝑁𝑁 + 1
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 𝑁𝑁 + 1 ≤平均回数 ≤ 𝑁𝑁(log 𝑁𝑁 + 1)

N 平均回数

30 119.8
100 518.7



実験３
コイン投げ

-確率から統計へ-
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実験

• コイン投げ

24

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10表が出た回数

人数

１０回コインを投げて表が出た回数
を数えてください．

Rでプロット



グループ分けして平均
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５回

４回

３回

８回

２回

６回

８回

１１回

９回

１６回

１２回

２０回中 ３０回中
１０回中
表が出た回数
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0
2

4
6

8

分散

Xi: グループ内で表が出た割合

: 全体平均

データのバラツキ

Rでプロット



分散の理論値
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グループのサイズを大きくすると
分散が小さくなってゆく．

1 2 3 4 5 6 7 8

0.
00

5
0.

01
0

0.
01

5
0.

02
0

0.
02

5
0.

03
0

１グループの大きさ

分
散

実測
理論

理論値



ヒストグラムの変遷
28

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0
2

4
6

8

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

1 4 8 全員

収束した値は？ →0.5に近いはず



なぜ？
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コイン投げ＝「二項分布」

n回コインを投げてx回表が出る確率

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.0
0

0.0
5

0.1
0

0.1
5

0.2
0

n=10



なぜ？
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コイン投げ＝「二項分布」

n回コインを投げてx回表が出る確率

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.
00

0.
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20

n=10
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0.0
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0.0
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n=50 n=100



大数の法則
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n回コインを投げて
表だった回数の割合

実際，教室全体でコインを投げた平均値はほぼ0.5
（のはず）

では，有限のnでは0.5からどれだけ離れうる？



中心極限定理
32

表が出た割合は正規分布で近似できる

n回コインを投げて表が出た割合：Zn

※ 大数の法則よりZnは0.5に収束

正規分布

収束先との差を 倍して膨らます．

平均0分散1/4

平均からの誤差が見積もれる



0 5 10 16 22 28 34 40 46 52 58 64 70 76 82 88

0.00
0.02

0.04
0.06
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0 5 10 16 22 28 34 40 46 52 58 64 70 76 82 88 94

0.0
0

0.0
2

0.0
4

0.0
6

n=100

倍して膨らます．

正規分布



中心極限定理 【一般形】
34

実はあらゆる確率変数においてサンプル平均は
正規分布で近似できる．

ベータ分布

ガンマ分布

指数分布

ポアソン分布

世の中にはいろいろな分布がある



中心極限定理 【一般形】

実はあらゆる確率変数においてサンプル平均は
正規分布で近似できる．

ある分布からたくさんサンプルを得る．
（コイン投げだと，たくさんコインを投げる）

サンプル平均 本当の平均

正規分布
(平均0分散v)

v

vは１サンプルの分散

Rで確認

普遍性



中心極限定理の使い方
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• コイン投げのイカサマを見抜く

0.5

表がでる割合の確率（ほぼ正規分布）

0.65
観測値

0.5から離れている
→ コインが歪んでる？

それとも偶然？

平均値から0.15以上離れる確率

n 確率

10 0.34
100 0.0027
1000 2*10^(-21)
10000 10^(-198)

定量的に「ありえなさ度合」
がはかれる！

仮説検定



「当選確実」の謎

• １０万人の都市で１千人に出口調査
（1％の開票率）

37

候補者A 候補者B 候補者C 候補者D 候補者E
600 200 100 50 50

候補者Aの票が実際は過半数を割っているのに，
600以上の票が得られる確率は10−10以下



仮説検定の使いドコロ
38

Higgs粒子の発見

有意水準５σで棄却

ヒッグス粒子が存在しない
と仮定したときにこのような
現象が起きる確率は
1/300万以下

[ATLAS: Latest Results from ATLAS Higgs Search. 2012年7月4日]



統計学の考え方
「データを集めると真実が見えてくる」

39
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回帰分析の役割
42

ある確率的な事象を他の変数で説明できる．
• 病気のなりやすさ
• 物の価格

他にも．．．
• ある疾病にどの遺伝子が関わっているか？
• 大気汚染の要因
• 地震の兆候の発見

統計学の役割
データ解析の普遍的な方法論を提供

データを用いた法則の発見
• 経験科学（実験）
• 理論科学（理論・数式）
• 計算科学（シミュレーション）
• データ科学



統計学の歴史

43



「統計」という言葉

• Statistics (英語)

44

ラテン語「status」：国家・状態

国家の人力・財力といった国勢データ
転じてデータを用いた分析全般を指すように

初代ローマ皇帝アウグストゥス：センサス (Census)，人口や土地を調査



確率論
もとは賭博の考察から始まる

45

ガリレオ：「さいころゲームについての考察」
パスカル＆フェルマー：サイコロ賭博の考察から標本理論の概念

トーマス・ベイズ (18世紀)
ベイズの定理 (1764年) → ベイズ統計学

ニコラス・ベルヌーイ
二項分布 (1713年)

ピエール=シモン・ラプラス (18-19世紀)
中心極限定理
ラプラス分布



近代統計学の確立

• ロナルド・フィッシャー (1890～1962)

46

イギリスの統計学者

近代統計学の枠組みを整備 (1930年代)

最尤推定，統計的十分性，フィッシャー情報量
分散分析，実験計画，．．．



もう一つのデータ科学

機械学習

47



機械学習とは

機械が賢くなるための方法論

Wikipedia 「人工知能における研究課題の一つで、人間
が自然に行っている学習能力と同様の機能をコンピュ
ータで実現しようとする技術・手法のことである。」

Arthur Samuel 「Field of study that gives Computers 
the ability to learn without being explicitly 
programmed 」 (1959)

48



AlphaGo
49

囲碁は将棋よりも難しい問題．

[Silver et al. (Google Deep Mind): Mastering the game of Go with deep neural networks and tree search,
Nature, 529, 484—489, 2016]

深層学習+強化学習+自己学習

2015年10月5～9日欧州覇者Fan Hui (2段) に5-0で勝利
2016年3月9～15日イ・セドルと対局し4-1で勝利



コンピュータ将棋
50

第2回将棋電王戦: 2013年3月～4月 ３勝１敗１分

Bonanza: 2005年6月 機械学習の利用
(棋譜データからの評価関数の学習)



自動運転
51

[End to End Learning for Self-Driving Cars, Nvidia 2016]

ADAS(先進運転支援システム)



IBM Watson
52

クイズ番組「ジェパディ!」

機械学習・自然言語処理

• 2880個のプロセッサ・コア

• 2億ページ分のテキストデータ

（約100万冊の書籍に相当）

2011年2月14-16日

Ｑ：米国が外交関係を
持たない世界の四カ国
のうち，最も北にある国

Ａ：北朝鮮



身近にあふれる機械学習

53

検索エンジン 推薦システム

遺伝子データ解析

音声認識 機械学習プラットフォーム



機械学習と統計学には深い関係がある．

54

データからの情報抽出
乱雑なデータからその裏にある規則をみつける

機械学習と統計学

機械 統計



将棋の強いプログラムを作ろう！

55

機械学習の考え方

強い手を指すようにプログラムする？

→ プログラマーが将棋に強くないといけない

そもそも盤面のパターンは10220通り以上

無理．．．

具体的にどうやって指すかはプログラムしない！

プログラムするのは学習の仕方．

機械にデータから学習させる． 統計学の出番



顔認識
56



顔認識の学習データ
57

•約5000枚の顔写真
•約9500枚の非顔写真

[Viola&Jones,2001]

2001年の方法（今はデータのサイズがもっと大きい）



２４０

１３０

１１０

２２０

１００
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ピクセル

… …

画像を数字の列で表現
数学的には．．．

ベクトル濃淡値一列に
並べる

（数万次元）
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最初の画素の濃さ

二番目の画素の濃さ

２４０

２００…
２００

２4００
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最初の画素の濃さ

二番目の画素の濃さ

０

機械に学習させる？

（超平面）
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最初の画素の濃さ

二番目の画素の濃さ

０

機械に学習させる？

（超平面）
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最初の画素の濃さ

二番目の画素の濃さ

０

ダメな例



（小話） 「内積」について
63

０

超平面の右，左はどうやって判定する？
→ 内積をつかう．

線形代数



顔検出

64
左端から少しずつ領域をずらして顔を探す．



最新技術の紹介
「深層学習」

65

仕組みは難しいので理解できなくてよいです．
大学で勉強すれば理解できるようになります．



ImageNet
66

ImageNet: 21841クラス，14,197,122枚の訓練画像データ
研究用に公開されている

[J. Deng, W. Dong, R. Socher, L.-J. Li, K. Li, and L. Fei-Fei. 
ImageNet: A Large-Scale Hierarchical Image Database. In CVPR09, 2009.]



ImageNetデータにおける識別精度の変遷

67

ImageNet: 21841クラス，14,197,122枚の訓練画像データ

深層学習
Deep Learning

（図は[中山．深層畳み込みニューラルネットワークによる画像特徴抽出と転移学習", 電子
情報通信学会音声研究会7月研究会, 2015. ]より）

Alex-net (supervision)
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Youtubeから1000万画像
16,000CPU
一週間計算

深層学習
（多層ニューラルネット）

[Le et al.: ICML2012]
今はここまでしなくても，より高い精度が出せるようになっている．



69

畳み込みニューラルネットを５層積み重ね（+pooling+3層の全結合層）

人の顔

猫の顔

模様

Layer 5

Layer 1

[Zeiler, Fergus, 2013]

Alex-net [Krizhevsky, Sutskever + Hinton, 2012]
[Krizhevsky, Sutskever, and Hinton. "Imagenet classification with deep convolutional neural networks."
Advances in neural information processing systems. pp. 1097--1105, 2012.]

中間層ではより抽象的な情報がコードされる



深層学習の応用
70

物体検出

「どこに」＋「なにが」
写っているか

Ren, He, Girshick, & Sun. “Faster R-CNN: Towards Real-Time Object Detection with Region Proposal Networks”. NIPS 2015.



キャプション生成
71

Google による画像説明文章の自動生成

[Vinyals et al., Show and tell: A neural image caption generator. CVPR, 2015]

入
力
画
像

自
動
生
成
さ
れ
た
説
明
文
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Visual Question Answering

Ｑ：鳥の色は何色か？ Ａ：白

画像の内容に関する
質問に答える．

[Lu et al.: Hierarchical Question-Image Co-Attention for Visual Question Answering, NIPS2016]



画像のスタイル変換
73

[Gatys, Ecker, & Bethge: A Neural Algorithm of Artistic Style. 2015]

元画像

参照画像

参照画像のような画風に変換



ラフスケッチの自動線画化
74

[Simo-Serra et al., SIGGRAPH2016]

低次元ベクトルに圧縮

ラフスケッチ

復元画像



いろいろな企業で活用
• アメリカ：Google, Facebook, Baidu，．．．

• 日本：トヨタ，リクルート，PFI，Fanuc，．．．

• 音声認識，自然言語処理，自動運転，ウェブデータ解
析，などなど

• 数学が直に役に立っている．

• アメリカでは機械学習・人工知能が専門の博士号取
得者が高額報酬で多数雇用されている．

75



最後に

• 長い統計学の歴史

– 17世紀：国勢調査

– 1930年代：フィッシャーによる統計学の整備

• 現代のニーズ

– 2012年: 深層学習が広がり始める

– 2015年～：人工知能ブーム到来

76

数十年後の世界
何が重要か？
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中心極限定理の意味

• どんな分布であろうとも，たくさんサンプルを
取ってきて平均を取れば，すべて同じ分布
（正規分布）に従う．

普遍性

→ 偶然が支配する世界に隠れた規則性．

一般的な方法論が構築できる．

78

統計学の成立
「コイン投げが科学になる」
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