
確 率 数 理 工 学 4
と期待値と特性関数ロ 一 一
に、たが確率空間、
この空間上のは.X の期待_値を定義した u .

F : Xの分布関数.
4：11ていR 何測） 4，f が連続なら

リーマン積分で良い.
F が絶対連続か離散なうとトリの期待値は/

E 1 4M ] = |B と

!

物
dk （絶対連続，ftp.df.）

Ee)阼）は） （離散）

で与えられる。 これを
、任意の分布へ拡張したu
・
連続・離散といった区別を気にしたくない

。 Rd以外の空間上でも積分を定義したい。
そこで.以下のように積分を定義する。

141×いも t . i rなので、ある r . i r X の期待値を定義すれば十分）

・ 1派にハル）

!

に） の定義
- X(atPe t , / x dP , /X dF 等とも書く.

( dた装 .dx= fa td xと解釈すれば.Kd Fの
記法も納得できるであろう.）
注：今、我々ができることは和(I-）をとることだけである。
いかにして、この和の極限で積分を定義すべきか？

↳ 次ページ
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い） A E F に対し、 A の定義門學
メルに朴に）
=|！

(WEA) E r A E F
だから.

に 妙
継鬚背劒

のとき、

E [ x ] = PCA) が舞'邈纆に
なりとする.
- _ - ， PCA)はwell-defined

⑧ （例 が）=&姤(w)|！！
！！！
！※ ⇒玔

"

籙）は加法性）

が 灬 爾 . | =臿 E E h ] 一
一

ニ > Xの表現のしかたに 矛盾しない。 別の分割に&h としても
よらない だけに&にしたが着た1間

- -X が非負の単開型のとき、つまり ←これもまたけ_測言

メルに！た恥(w) （有限和）

ただし、h iE R , A :EF,例では互いに素とするとき.にきた松ニ※な相

E M

"

書
a PA D p のとき1派に結㘅

とする. （い）での注のように、これは単関数の表現のしかたによらない.）
a i 位 b →有限加法性を使う.
- 9 PCA2）i （演習問題）

!

彦|※9

I。※儞げに似䜌州
- > l ー ー > 5

Ai!？ As i られた郃ら =約湉が）
面積呱） ！ E k ] =産bj哬）でもある。
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(3） Xが非負の確率変数の時
単関数の単調な） X (w)E l l i s E...が存在して、

X(w)=想X M （とE r ) N u tX と書く）
m e ☆ Xの可測性より

k できることが知られている，
I s このXnは可測

たとえば、 （に1兆は計
Xdw)=|
言

ぼるメが噐たが、だい） はの測）

n ( X e n ) F f f
とすれば良い. が 1 ~に一領，

※H t y "𤂖で 彳
_ イ ー >

仏仏=魋（主）11話焦らな姤
川

E M : = 1品三[Xn] の測 計測

と定義する。これは単関数の取り方によらないー ー こ と が
知られている。

（5）非負とは限らないX の時 f
たと取る。3，k = MNxc.}

とすれば良い.
X = k - X - (Xt.X_はともに式興

と分解して、
E N ] = E l k ] - E N )

とする。

E l×+1，E [x]くかのとき、「1積分という

※ ：積分の定義においてたRdという仮定は使ってない.任意の
空間で定義できでる.確率数理工学4 3 / 13



イメージ

爾 t i l :
単関数で領域を下から埋めてゆくー>

X が単関数の列の極限で書けるかという所で
X の7測性を用いている.
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o X の平均一連： 4にに水， yetE M
。 X の 友次も-_-州： 物には、 M e t E lは ] ←

"

た

。 平均値まわりの友次も-_-が1：01）に（いた m e E l a mた]
o に散 ： 4（川=(x-M)2， VarK ITE [km)2 ]

= E 1に 2どび ]
= E [ x2 ] - E [ x ] 2

E （期待値の性質）
にた）

（I)た a .X,t . . . + 9n X n に対し、

E [ Y ] = 自91にした1 （線形性）
e r a s . は almost surelyの意

(2） X E Y (as) なら PNET)=1でうこと.
E M E E M （単調性）

（3） ・ X z o (GS)のとき.
た[X]=た。，（1-FM)d x

二人。。，PA>x)

!

し

- X z o (as.）. D o に対し.

E N D = の f。。，がPCX>水）d x

に）
E
[X]=人。。， x d所）

も

❤

= I f 1 は < x ] dddF（川 、非負被積分関数
なら順序対美

= f f f f 1 H a ] dF Md t じたbini) T Y E
= E H k x ) d t /（2つめも同様）
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14）（単調収束定理） （証明は後のページ.

X nA X か）. O E Xn E X (as) なら、 とし実習問題で）

粘END = E N ] はもがず） を灥籬とは
限_ない船の（ち

） (Fato uの補題） 確率変本文
X nZ o (as)なら.

Ellyn碆Xn ]E G i fE N D にもなす）

（6） （優収束定理）

h Xn(w)=X（り ( h i e r ) でか？
あるの積分な Z に対してM E Z (as)が成り立つ時.
s orenren.rnunenerrryrnenerrrrnen.hnE M ] = E N ] I

m a ! / /
※ 優収束定理の反例. に山がないとうまくいかない例

I =€0.13， た BE。口），P:一様分布.（ (

Wolf h （ "W Eか Ww)→X (w )=0 (hey
O (otherwise)'

しかし. た[Xn ]=1， E N ) = 0 で l i e E N DキE M .
これは. ある Z で M E Z とできないからである。

y_「高さが非
有界※ a
(ク） X i f が独立 ( X I I ) ⇒ E [ X Y ] = E M EG )

(X.'（が単関数ならすぐ確かめられる）
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Le t（分散の性質）
(l) X :r . l i に対し .たa X t b とおくと.
Var[ Y ] = で Var[ x ]

に） X、，X i r.で、 M = END, M E E [ X2）なら

は[X,+k ] = V a l k ] + Var1 4 2 ] + 2E kKm)に-92）]
（3） 互いに無相関な X....必に対し.

Va、[X、t - _ - + X n ] = Var4，）+Var142 ]+ - . - t Var[XE ]
g

（2）のみ示す： Var[41+42 ]=EKX.tl/z-（MtMzIFJ=EKx.-
MM+EKxrls)2Jt2EKXi-M)
（XrMz)J/.E1（X.-M)(Yom)で共分青久 (Covariance)

fo r（いた） と 書く .
• RN..に） E t G 𦥯 ：相関係数 HERA..炬り

JDWXTD (Correlation) である

メ、t k （独立）で EH.た）= END E N D が成り立つ
時に .
Car(Xi,42） = 0

（逆は成り立たない）

2 = (Valk) Cor（xx)ない例
Vaca)）： 分散共分散行列

※ 無相関G v（XX)=0
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"に項分布の期待値と分散）

t . m . f . f m =ド）がGo)に水つ (

E N ] =！ x （？）が(to)に水
=
n.cn-1）！

= 首x,点の州o が ( t o ) " "
か-1）！

= n o育（𡵅）が「Go)につ
く

= n o 器（しりがG o , " " = n o

-

Var1 4に n o tG のチックせよ
ー方 が /し た回目のなが表， Eh!詰i j

個目の2インが長）
（ "d ) distributed

P（かい）=0

X = EX: とすれば、
（1が
一に to)

Xは2項分布に従う
E N )二 点E N D 二 重0=30 、_からは独立
Var4）= E Va lX i ] = E 0.（1-0）た(to).E

二 点040） = n 0（1-0）
ニ） 上の計算とは久

-

a
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4責分が well-definedであることの証明

つまり、 単関数の列が、とがともに出 ベ ー メ . YuT X のとき、

桔 E [ X n ] =n tも 灯
を示す. さもなくば、EN]が単関数の取り方に依存し、 well-defined

でなくなる.

↳
単関数 x .Yに対し、 （演習問題）

Eは×+ pY ] = L EG ) t f E [ Y ] は、PER) .
に"-単関数列

Xu、単関数X に対し、 X n t x なら
b i nた[Xu ]= E [ x ]
n .

証明
- E N ] - E [ X n ) = E [ X - X n ] より.

喆 E に X n ] = 0 を示せば良い.
言いかえれば、非負の単関数列Xnが Xnt 0のとき.

想 E [ X n ) = 0 (xn← × - X n
を示せば良い、 と代入）

今、 X (w)とk H z . . . z。かつ. K が単関数なので、
K = supX.(w)

W E I L
とすれば K くかか？ EWER,年で O EX n(w)E k である。

特に O E Xn= Xu1{Xu>e } t Xu1 {xn-a) に>0は任意）
× 一 -

E K 1{Xn>E } + E 1 1XnE d もこれも辛関
数）

T MEKより
両辺キタイ4とると.

O E E [ X n ] K P( Xm ) +9Pa E

❤

蓱明生産
K PANE ) t e T E T E
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ここで K し0より A n= f Xn>E } とおくと.

に、
An=0

である。←チェッ
クなA、>A 2 つA3つーーー かつ . A

た確率の単調性より.

想 PCXn>り= 想 PCA)=P( I An)

"

なので .

Ggg E lH E E に前ページで
E [xn ]E KPAPE) t E

E y oは任意なので を示している） -
b i n E [ X n ] = o

である. f . /
bi豇刈=aだ幻の証明ー・
binE N D E l i n E N D が示せれば、 K とYaの対称性より

l i n E L K ] = b i E lYul を得る.
会のを固定して、

Znm(w)= m i n(Xn(w)，Ym（い）
とおく。 これは単関数である、
当然 Zn,m E Ym (as ) である。

また、 GmYm(w)=メルにXnに） （と）よりでもある。塗
で鎚駒

E [ X n ] = 1喆三(Znm]E 1想三[Ym).
hは任意なので、 figE N D E t 三に1 . 1 /
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単調収束定理の証明 （参考）
ー ー -積分の定義より
各Xnごとに単関数列で'が存在して.

( n )

E N D = f i gE [だり、 Ymだが
である。 このとき、

Zm(w) なためYm"(w)

とすると、 Z mは単関本久でか？ で E た E Z3 E - _ - である。
この(Zmhが Xにえ斬近する単関数列であることを示す

が 'E X u より今、 h E mにおいて、
f e r X n

は単調なり

Y i " E て！などにZ m E 無いXn E Xm
つまり、

( n )Ym E Z m E X m - . - . の

である. 両辺m についてb i とると. 。仮定
Xn=嵓 Y i " E G Z n E GnXm = X

であり.左辺の n の極の長をとると、

X = GmXu E l i n a E x
E

!

の定義？

となり、 Z m t x が示せた。 つまり E
[x]！binE a t である

m e

あとは 1想ミ14n ] = G i E CZm ]にEGI)が示せれば十分
① より、

E [ X n ] = himE [ ど り
m

⇐ himE l Z m ] に

!

）

E f i E [ X n ]
よって. E [ X n ] E b i E [Zm ]にE M ) E G E [Xn ]

m

左辺のbinをとれば、 G E N D E E Lx ) E f i END

つまり. b i E [ X n ] = E [ X ] / /

確率数理工学4 11 / 13



演習問 題
（ l ) に 点a 1A: ニ 言る姤 （ともに単関数 i a . bjE R .

A i ,BjEF.CA:），(Bg)らは
のとき . G j = Ai n Bjとして、 それぞれ
Xを G を用いて単関数表示せよ、

互いに素）

また、 E [ x ] = E a PADニ※bjPCBう） を示せ.
(2） X 二 点a H i , た だな格 （ともに単関数）

の と き .

X t Y を G j = A i n Bj を用いて単関数として表せ.
2の表示を用いて、
E 1×+Y ] = E [ x ] + E G )

を 示 せ .
（3） 単調収束定理を用いてたたの補題を示せ.

ヒント： Gin! X n(w) = 想（品しか川 であることから、

Ydw)= 品のXmに） として、（な人に単調収束定理を

適用せよ.
（4）. (Fatuの補題別バージョン）

M E Z が 「1積分な Z に対して成り立つとき.

E ( b i in tXu) E l i ni f E N D
E l l i sup X n ] Z l e a p E [Xn ]

が成り立つことを示せ.
e t : X n t Z に Fateを適用.

-(Xn-Z) に Fa tuを道用.
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☆○ （4）より. 優収束定理が示せる。

後 E [ X ] = E L b ini t Xn ] ぐた l i n k より）は
ま E l i n inf E lX n ] ぐ （4）.Fat.の補題）
定
東 E l i n supE [ X n ]

は正 二 E [ l i neupX u ] ( i （4））
哃 = E [ X ] ぐ に l i n k より

よって、 b i n E [Xn ] = E [ x ) ，
(ち） Xn z u ( a s )のとき .

E l E X n ] = EEN.）
を示せ . （ただ単調収束定理）

(6） An E着（に1.2.-_-）. （的n は互いに素で. X:の積分 のとき .

E [ x 1An ] = E [ X 1！An]く-和と積分の交換
を 示 せ . したた便収束定理） 6-加法性、闇

（7） 木票準正規分布の密度関数 f が f f fa t=1 をみたすことを
示 せ .

（8） に標準正規分布 のとき.

Var[ x ] =1
を示せ . 。繭

（9） (Xi,42）は いい.(lol,（い）を頂点とする 三角形上の一様分布

に従っている。 このとき E A . t n ] を 求めた

（に）連続分布F に対し、 E [ FM ] =石が） d Fには主 を示せ.
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