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確 率 不 等 式

-

凹☆○重要
( l ) Markovの不等式

X : r u .
X Z O (as.）とする.
U9 7 0で
PIXIE) E た學

に） Chebyshev の不等式
PCME N ] 1 EE )E t

は い） E N ] = E N 11×こと}+×11×<E4 ]
と E [ E 11×ことノ]+0
= q . E [ 1 1 × 2 9 1 ] = E P( XE E ) y

(2） PCMEN)12a ) = p（1x-EMPz で）
E に似たが幼い.ee e
T q 2

Markov /

④
. K i ! X i (X i : i .i.d.，Varに1=62<o)
⇒ Var[ x ] = f 6 2 ⇒ P( N E1×11EE) E TE
⇒ にまでとおきなおせば. P ( I kE Mに手を'）三衣
⇒ N - E1×11=9（岩）：重要

❤
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E r (Markovの不等式の一般化）
4：単調増加が4（川で (GcEIR)、叶測
P(Xz a ) E E [41×1 ]

T )
伝 ER)

に） Mark.v の不等式より PCXz a ) = P（44日物） E E災な-_-y

#

P e a ) E た1噐 （年20，a E R )

※ モーメント母関数を用いて Xの裾確率が評価できる.
→ 様々な確率集中不等式に用いられている。

亜 ( H oef fdingの不等式）@ ←同一である必要はない

X.. . . . .が独立 s t a E X :E h (ht.2.....n )
E [Xn]=0とする。

このとき.

Pは䜌こそ） E expf t )
( P（は緋にE ) E 2 exp（-2，器.）でもある）

1 些
に した 1これ とおけば

な熱に笄辰
である石隺率が2で以下である.⇒ 片紋。1=Op（市）
→ 大数の法則.中心極限定理

⑧先のChebyshevの不等式と比べ.裾確率が
0（主）ではなく 0 ( e t ) になっている
（2乗） （指数）

→ X iの有界性を用いてよりタイトな裾確率評価になっている.
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興 附鈊こそ） E E I E E I （が）
e n t e

= 武E [ eが]
e n t e

に独立）

比で何を評価する.
a E X :E b より、 k = d b t（は）a （たが"_aと書

く）
t( m e かの凸性より OEEIJ
e
たが E h eないので a

である。 右辺の期待値をとると.

E lで刈 E E m e tb + E [ ト のe t ab
= 一点 e + 前 e t a

= p e th t t p ) e t a
（ただし、 p=一点？o )

H t ) = l n (pが+（1-p)でり とおくと

これは P( z= b)=P , PG--a)=1-p なる Z のキュムラント母関茶久

4（0）= l n（1）=u

Y'（0）= p bet b t （1-p)a e t a
p e t a m e a iた= 0 には）

では1= p p e tb t（1-p)a 2で9 _(pbetbtamaef.pe#b+CtDeta
( p e tb+（1-のe で）2

ニ） た = P e t e r s
P eT a p e

とおき、

Z aを P(Za= b)=Pa, PLZ.=a ) = 1 - P t なるにし、 とすると.

では）=M a t a2（1-n) - ( bP a t aCtm)）2
= Varにa ] = Va lZ n -

!

にE 1(Zn-剉り E t
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すると.
UH )=が） t t t ' H t たがでは） ( E T E t )

E O t o t f t 2 ( aが
よって.

E lがり E exp（が(b-a)2） は zo ) .
これより

だE l e tた]
e e e

E e p(Tara)2-tn E)
ここで キ = エ

(b-a,2
を代入すれば

右辺 E e p（で噐ー て器.）=epに器）
・ H I ! I についてはP（は総124）E H搐かるく） t 附点が）こと）

から従う /

N I ・ G i E X i E b i のように a .b
がらに依存するとき、

P（な点X i e E ) E exp（- 2 で - _ -

と拡張できる
か歌にa )

・ 聖兠訕]
E e
が02 （た）： subGaussian

X Gaussより裾が軽ければ成り立つ

なら . X:が有界でなくても

Pは釥ると） E exp（- .器）
が成り立つ.
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正(Bernste in の不等式）

X . . . . .X n : 独立 （同一とは限らない）

E lX:た。， VarM E E , I刈るM ( a s )
なら、

P（辞X i z t ) sept、噐部） は20y
⇒ 分散の情報を活かしている。

分散が小さければ.よりタイトなバラ状を得る.

※ Hoeffding. Bernsたi n およびその拡張は 統計や学習理論
で頻繁に用いられている、

参考0 型(Gaussian集中不等式）

X .. . . . ，XNは独立同一に標準正規分布に従うとする.

f : R N - R が しリプシッツ連続とする.

Pは(x.....x n ) - E l f(X.....Xn)にも）E E 器 になり
※ 裾確率が次元n に依存しない！
ある有界な関数クラス G に対し.

H )い . . . . Rn)：=たなだ！）に9(En) に.は固定）

として用いたりする. n o
ノンパラ回帰、学習理論で現れる

(Gaussian width)

血 ( T a l a grandの集中不等式）
G I tIIa-ノルムに関して「1分な関数クラス

KgE G で EGG)に0.h r 181562， 11811a E M なら、

P（な品で新たになると躘の州+1率+2部）a t
eでこれも頻出の不等式
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!
確 率 変 数 列 の 収 束

一 、
☹重要
t r e s s e s

( I F . P)：prob. sp.
X .，Xz. . . . i r v .の列 o n ( A A P )
X : 別の r . i r .

F e : Xたの分布関数
F : Xの分布関数
甠（確率変数列の収束） @重要
I . 根元収束 (convergence almost s u r eG)

X .

#

> X e p（無か(w)=×（い）=1

2 . 確率収束 (convergence i n probability)

メ、で x 幽 な>0， l i e P( M - XにE ) = 0
3 . p次平均収束， に収束 (Conn i n p .th degree mean, C o m i n じ）

Xn-"， X 越 11がx h _， o ( P a )

4. 法則収束 (convergence i n law, distributor
we a k convergence)

K t m X 越 全てのだりの連糸売ーーて点） において

h t nにい= F （水）
a

※ .

は空間はに収束に関して完備（任意のコーシー列がした空間内で

ニ） に空間は Banach空間 収束先を持つ.）
n n m e n n n r n n e n n n e
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・ 法則収束について.
-
下の連続点てるについてのみ定義している
理由：
Xuを 叭にも）=1 なる t . l i

X を PCX-o)=1 なるr .V .
とする.

た川 FA )

I T ! - 1 ； -time.. I n n
方→0より XnN h X と思いたい。

しかし、 h 聖ノキ哲）より不連
点に。では

収束が成り立たない. t 不連点は除外した方が都合良い。

一 弱収束とも言う.
r e r u n

別定義
一 、

(Portmanteauの定理）

⑧ ・ X r m x や 竺道是連熊に対し.
E l f a n ) ] → E A M ]

• 任意の閉集合Aに対し.
b esup H kEA)E P ( XEA)

• 任意の開集合 B に対し.
binint PanEB)E P (XEB)

c f . G:有界連続関数の集合 G 上の任意の有界線形写像五は
ある正則Borel測度 を用いて.（.が熱に I tで (Ries.の表現定理） ）
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坦（収束間の関係性）
!

い） Xn " ' -） X =） X n t s X
に）X n - か X ⇒ x n が x

(3）Xn-"っ X = ） X n t s x

概収束→確率収束 →
法則収束

T
に収束

I I い） X n

#

っX は

PしたI 品11が×1話1） = 1
も任意のm に対し、あるNが存在して、任意のM E N で
M rX I Eたが成立する事象

と書き直せる. よ」て.と>o に対し.十分大きなMoをもって

来れば た。E E とできて .

に H I 纈、い）
E P ( e 品1灬に高い
ニ想P（品11が×になり
E 感。P（11が×になり
E 榀 P（{Na-XI E E 3）

つまり、 Xnが X である。
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に） K を F の 連糸売点とする.
た (x )= P a nE R ) く以上離れてる

= P（1XnE N n l X E n t ED a しつ」×
+ p（1x n刮 n 1×>かと1） ，、，

$

_

E P( X E H E ) + P （1X n - Xに E )
c r i m e u s e d

い

F a t e )
！た。 じかがx )

F l a t ) = P( X E x - E )
= P（{XEN-E} n lX nEn}）
+ P（1x E x-E }n l X nが1）
E P（かい） + P（1X-XnI Z E )

L o r d i n n e r
い
た（水） 出た

以上より. F a c e ) E l im i t た川E l i nsapた旧E F （っけく）

F は連糸売なので. 2-）0とすることで

F Gに t ?に）
を得る。

（3）
.
Markovの不等式より

も970で、 p（1がいるE ) E ""'

#

門

a s 。

（： x E x )
x

注〇弱収束においては XnとX は同じ p h sp上にいる必要はない
確率収束と概収束は同じProb sp.にいる .
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反例
-い）の逆が成り立たない例

各 n でみると、 Xnと X は十分近いが、！焱籊！箱長煕の前を考え
るといん）に収束しない）
が10，1）， Pは r 上の一様分布

た1，2，で，で、-.- とする ( n=2た）

が、 t | f （☹EWくが） （に1，2.....n )

だ。： X , = X.. . = I (as.）

た 1 i X . = が，= 1 。 。

私にたたな
頲

w
× 3 = k,2=1位、1） 八

た 2 ： X u = X4，i = 1[o,年） ITi:：：：：：
鬱、丬！！費.itY = 44.4 = 1作，I ) 千 ー ー

た 3： Y = 118.i =1[o,ま） ，
' いくら6 i g b i i i . E S

! -2.1、それ以外で0.

とすると. H IXdEE) E年 ( i f 2たE m <2だ） ( o <と<1）

より. Xm I s O

しかし. にW E 0.1） において、 binsu p Xn(w)=1，
n →

❤

た、Y Xn(w ) = 0 なので.

as.で収束もしない よって、 X u e x = 0 は成り立たない. y
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（ン）の 逆が成り立たない例.
r = {o,1） として. P（に0に PG=1）=主 とする.

Xn(w)= | b ( ww )
( W=1）

X (w) = 19 (w-）
( w=1）

とすると、 当然 I Xn-X1= 1 (as ) なので、Xuた X ではない。

しかし. たい）= | f
（うしく0） = F （川 より.
( o E M )
（(E"）

F n( t ) = FH) はK E R ) で .特に . X nN h sX である.
T b iたいにF Mでもある. / /
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演習問題は近日別途公開
ー ー
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