
確率数理工学5
期待値の性質.続き.
の変数変換の期待値 な ，〇
でい.下には、下り 何れ到） 下州 筰

，P:(r.下）上の確率測度
とすると. P の push-forward P E E P が Pになりw e r e

P'(A)= P（た(A)） (AEF'）
として定義できる. (P'は（で下り上の確率測度）
今、

には'） （服制 ( r u )
の期待値を考える.

T

血（変数変換の定理） n n '

X N = X'（てい） とすると、 入？！"
R

f メルクが心にMidNw) yn 'での積分 n での積分
（証明）. T

期待値の定義から.X ' = 1A CHEF'）で示せれば十分. X i s
このX'に対し X =1で(At であることはすぐにわかる。 一日-このとき. FCA)

http'=P'(A) = P（た(Al) =白下州dP = hxdp
F .
な定義 ！の

定義
前の定
義 姦にな

り、
これから、t . i r Xの期待値が( R B（側）上の方責分で表せることがわかる.
X : ( s , F) （112，BCR)に対し. たが1）=P（がにがい）

F = X#P とする. (FIA)=P（か(Al)，A E B（側） f
=川に水になり

F （たが3）=F（川
（分布関本が同じ表記を用いていることに注
意）である。

すると、脈に）（に対し. たがX であり、人がい d所にk i dFG)=ド(atdkw)
「先の
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同モーメント母関数と特性関数
曜（モーメント母関数）
HER:パラメータ
X :r.v.MNt H eが]
でモーメント母関数と言う。

血（モーメント母関数とモーメント）

M j = E [ Y ] ( j=0.1，2.... ）： j次モーメント

MA)= E lが ] = E書Mj （テイラー展
開）

TELE剽 は]く とする
と書け2.-
MG)=1， H'（0）=M , M"（0）=M2 ， . . . 、MMG)=M e

M Eの数分してた。を代入すれば.た次モーメントが得られる.
-

注： eがは必ずしも積分可能では
ない.net.cn/2ef1特性関数）
がパラメータ

X : r. i r .

e ) t E [ ど が ] = Ekos a x ) ]+ i ELSi n
（か
い）

を特性関荽文(characteri sたfund.n)と呼ぶ.
HallE I : の積分で任意の夫に対して特性関本久の値が確定する

確率数理工学5 2 / 7



C a （特性関数とモーメント）
あるk （自然数）でE [ Nは]くか とする。（9た=成りが存在）

中は(t) = E l ( ix)だが] （中のた回微分）

f（お（0） = E 1 ( N F ] =は た
よって、 M k = 中學 、

特 に . E C X ] = 4
L

Va [ X ) =-4"10 ） t d'（。）2

（= e - M ) /
本当は積分と微分の交換には条件が必要だが.上記の条件では
0.k.IE> o

（ある「1積分なZが存在し2.1新が外。1-z (t .esたがく）

のとき、 19は h

= E は8はかたた） である。）

（特性関数の性質）

（1）中（0）=1， 14（か1E l , 中（か=0が
（2）中（かーは - X の特性関数
（ろ
）

中は）はR 上の連続関数t 優収束定理

(4）Y = a + b として、X とY の特性関荽文を
4 （か， た（かとすると.

4.は）= E [ eは " " " ]=どが ( a t )
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区（正規分布の特性関数）
中（か=高。keptとが）exp( i tx )da

= exp( a t -土62が）
コーシーの積分定理を

4行に(are-62の exp（のがーえどが）

が（か=-62 exp( a tm I 62が）
t (in-62が）2exp(nape_た62が）

より.

作にa m④
%に - 6 2 、y

E [X]= 寽=！答ないが
a

区に項分布）
f (x)= （別a ( to ) " "

物 =高どが側がいがいく

= E （別To ) " ( t o , " "
=
（ど0+（1-01）"

Ol'(o)=n o t - E [ x ] =興 = n o
中"（。）= - 0 2 n (n-1）-on

ニ） は[x ]=一中" (ol t t 'が
二 02n ( h t ) t on-(not 2

= N O（1-0） /
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甠（キュムラント母関数）

X : r.v. ，41が Xの特性関数
中は）t h 中（か (en:自然対数l.se)
をキュムラント母関数と呼ぶ

4 1が h 蜊 = E ばな
と展開した時、名をる番目エと呼ぶ

（う次キュムラント）

としキュムラント母関数とキュムラントの関係）

Us。自然本人
が）（。）=でK s より

k s = 40等）
と（平均値まわりのモーメントとキュムラントの関
係）
では1= lnE [ どが ]

= l nE [ですがM t w e ]

= i n t + l n( E 等には） は砒がい）
で&一喜が
り ぐた。）j = 2
-

二 a tM t （*）-I ）2+5 Pt. .. T h（けい=ルがみがた）
= i が tもがに+輫に十鈩を+楽に十興

は-.-式にかなたに一で2世がたB-ごうか %B で2 .、無竹...
tf. _？！にには十-_-
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生（平均値まわりのモーメントとキュムラントの関
係）
では1= lnE [ どが ]

= l nE [ですがM t w e ]

= i n t + l n( E 等には） は砒がい）
で&一喜が
り じた。）j = 2
-

二 a tM t （*）-I ）2+5 Pt. .. T h（けい=ルがみがた）
= i が t もがに+輫に十鈩をt興に十興は-.-式にかたたに一で2

世がたりーごうか為% B で2 .、無竹...
tf. _？！にには十-_-

t . が，が.が.れたがの係数を比較すると.
k = M K a =に、-3に2

K . =に= 6 2 G = k-10には
k = B k = K- 105 - 15 に k +30が

咀 （歪みと尖り

歪み(skewness) R e t o Be。

・蠮=を t . t t
尖り (kurtosis) o p i o t o

r = に 器 d へ へ
~ っ r e s 一 つ

E e
（正規分布の歪みとなり） （正規分布）

4（か=exp（のが一話が） では1=M - E t
では1=ラが一t oから

ft"（か
=-62
{したし24ば
(t)=0（た20）K。北にks-_--_--0
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演習問 題 _ e.た優味定理
( l ) Xn: t . i n FELIXn l ] く の と き . I E N D = E [ E Xn ]を示せ.

(2） P（0E X < ）=1 のとき、協 M E 1文1[x>n] ]=0を示せ.

（3）優味定理を用いて、本文中の微分と積分の対新注性を示せ.

ヒンfi ga.っく）がでははな）で偏1階微分中能なとも.
k したくそで. をG ，I ] で

81たが _ =

孨が1+oh,水）

とできる、さらに. I孨8は1oh,水）| E Z
を用いて. 優収束定理を適用する.

（ム
） 一様分布の特性関数を求めよ.
特性関数を用いて平均と分散を求めよ.

（ち） 正規分布の特性関数を導出せよ.
(6） pdf.が f aに さE M (KER)である分布の特性関数を求めた

（ク） モーメント母関数が発散する例を示せ.
（8） 特性関数の連糸売性（中はいい中（かi fた か を示せ

たた優収未定なさ
（9）

. X..た. . . . . Xm が2乗の積分の時.
が . . . . X nを用いてX mを線形予測する最小2乗解を求めた。

つまり.

E K E のが一Xm)2]
を最小にするにはい....のn)「ER"を求めよ

（解は1つとは限らない）
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