
補足資料：確率測度の一意性と構成

o Dynkinので入定理： ある集合族上で同じ確率を与える2つ7
確率測度は、その集合族で生成される
6-加法族上でも一致する.

応用例：同じ分布関数を持つ測度は脈）上で一意
→ 一意性

o Hopfの拡張定理： ある直隆加法族上の確率測度は
その有限加法族を含む最小の6加法族上の
確率測度に拡張される.
t 存在性
（もっとも、その拡張が一意であることも含めて

Hopfの拡張定理と通常は言う。）
↳ 演習問題も参照

- Dynkinので入定理
目標：分布関数F が与えられれば対応する確率測度 Pが一意に

定まることを言いたい。 つまり、2つの確率測度 R .B が
P.（はい）= B (C-

!

a]） =FK ) をみたすなら、
P, (A) = Pz (A) (KAEB側） となること

を示したU . （ただし、そのような測度が存在することは仮定）

☺

Hopfの拡張定理
'#.たシステ
ム： 集合族P がたシステム

!

A.BE P ならA nB E D
（有限回の共通部分を取る操作について
閉じている）

BH:=13が
一九一システム： 集合族人が九一システムも （1） R E L 」
(Dynkin族） に1 A B E L , ACB ⇒ B H E L

(3）AKAKA,C - E L{ ⇒ YAnE L
y

☆ 6-加法族はたシステムでも入システムでもある.
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6 1）： を含む最小の6-加法族（P)：名を含む最小のがシステム

型 (Dynkinの定理）
い） P はたシステムで、人はPを含む入・システム(PCL) であるとする。

すると、 6 (P ) C L である。
（2） たシステムP に対し、

G ( P ) = LCP )
が成り立つ. /

言正明は後で与えるが. （りいに）はすぐにわかる。なぜなら、 いつより

6(P)C人(P)は示されており、かつ任意の6-加法族は入システムでも
あるので、6(P)はPを含むがシステムでもある。つまり6(PDL(P)が成り立っ
た 2 6(P )= LLP ) である。

Dynkinの定理より次の命題が示せる。

血「(r.F)上の確率測度 R . R が、あるたシステム P C Fにおいて.
しA E P で RCA)=BCA)

をみたすなら、
「BE6(P)で R（13）=13（13）

が成り立つ. X

さらに、この系として、 分布関数が共通な2つの確率測度が(IRB側）上で
一致することが示せる.

に2(R,BURD上の石隺率測度 R .B が
l i k e ,as)=BGoes)= Fla) （をER) をみたすなら、
DLR)上で P、二に である。 /

(Cor2の証明）
P =1（一・，a ) l aER } はたシステムである.仮定より. Y E Pで脈に脈）
である。よって CorI より RCB)=R （13） にBEG

!

）でもある、 ここで、
6(P)=日(R)であることに注意すると、これは B(R)上でP E Rであることに

他ならない.y
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(CorI の証明）
まず むニ { A EF I P (A)=ル(Al} とすると. L は入・システムになっている
ことを示す.
( I ) P,(r)=1， R (r)=1 より. I E d .
に） A . B E L , A C B とすると、 RCA)=B (A )が P.(B)=12（13）である。

確率測度の性質（加法姓）より.
P,(BIA)=R(B)-PCA) = B (D-RCA) = 12(BIA).

よって、 B I AE L を 得る .
(3） A.CA2 c Asc . . . E d とする、確率の連続性より

P, (YAn) = figP.(An) = f y B (An) = B ( I An)
なので. I AnE d である

以上より、 人は九一システムであることがわかった.
仮定より P C Lなので、 Dynkinの定理から、 6 ( P C L である.
L 上で R とには一致するので、 6(P)上でも両者は一致する.

x
これから. Dynkinの定理を示すが、その前に次のことを注意しておく.
Lemme

L が九一システム（⇒ （1）'sE L
（2）' A E d ⇒ A ' e 2|""篚毇と𠠇似髹

（証明） につのみ示す）
（1）'は定義から自明. に1'も n E d なのでR I A EL.つまりA 'E L
が従う.
（ら）'を示す。 そのため、まずはA .BEL ,An13=4に対し、

AuB E Lであることを示す. （2）よりR H E L である。また B C R I Aなので.

N IA ) I B Eんでもある。ここで(RIA)|B = A Sか なので. A hB E L .
に）'より、A hB E f なら (AhB'）EAUB E L である.

D t 伝が X
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(Dynkinの定理の証明）
証明の方針： f (P)がたシステムであることを示す。実は入システムがたシステム

であるなら、それは6-加法族であることが示せる、つまり、

6 ( P )C L (P)が成り立つ.
Lem
-ある集合族なが.たシステムでも入-システムでもあるとき、 B は

6-加法族である.
（証明）

(l) n E R は入・システムの定義が明らか.
に） A E R ならACEB であることも性質になり従う
（ろ） まず有限和について 閉じていることを示す.

A . B Eよとする.AとBは互いに疎であるとは限らないので
（う
）
'を使えない、 しかし、B はたシステムなので、 A nB EB である。

よって、入システムの性質の A l (AnB)E B , B1(AnD E Bでも
ある。 また.（り、（2）より 4=に）C E B であるので.
がシステムの性質（3）'より、

A u B= ( A l(AnB)）v ( B l(AnB)）u (AnB)u h t . . .
n n n A A
B B B B R

-
互いにな神友

E B （はん）
である。このことから、 A、，An- .-EB なら、 (AnnAm=0

#

AnE B である のz
とは限らない）

•

I An= Y ( I An) = U Ah E R
m= 1 y e s

.

A i n ' t L に含まれる。

なお.最後のhlnE B は AicA I C . .E B に性質（3）を適用した
以上より、 B は 6-加法族である. /
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これより、 LCP)がたシステムになるこ-前の LemよりLCP)が6-加法族に
なるこれが示されば、 f (P )76(P ) であり、かつ、L と LCP)の定義より、e

2つよ(P)である. よって. L 76(P)が従う
人(P)がたシステムであることの証明：

GA:= 1 B E6 ( D 1A nBed

!

）}

とする.

( i ) AEHP)なら GAは入・システムである。
なぜなら、 だの仮定

( I ) R E GA f ! r n A = A E L(P)）
(2） BEGAなら . A nB E L(P)であり、 A E L (P)であることと
あわせて. A l (AnB) = AnBCELCP)でもある。
つまり、 B 'EGAである.

(ろ） BaE GAが互いに排反であるとする. I fREGAを示したa .
A n ( I Bn)=Y (AnBn)であるが. BnE a より、AnB nE N D
である。しかも. (AnBn)n

$

は互いに押阪であるので、

Y (AnBn)E LCP). つまり. I BnEGA である。

よってGAは九・システムである.

( i i ) AE PならLCP)CGAである。
なぜなら、まず A E L(P)でもあることから(i)より私は入・システムであること
に注意する。 今、Pはなシステムなので「BEPは BnA E P である。つまり、

「BEPは BEGAである(PCGA). よってなAは Pを含む九・システムなの
（で
、

LCP)CGAである.
i

このことから. A E P. B ELCP)に対し、 AnB ELCP)である。
あとはAをAEHP)まで広げたu .

(ii i) AE N D なら、 LCP)はA である。
なぜなら、 ( ii)より、UBEPに対し. A nB ELCP)であることは示されているので、

PCGAである。また(i)よりAは(P)なら私は入・システムなので、
LCP)CGA でもある。 よっ

て、 AEd

!

）なら、名は印）でAnBENDをみたす
つまり、と(P)はたシステムである. / /
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o Hopfの拡張定理 .
こちらは長くなるので言正明はしない。
ステートメントだけ述べる.

D d （有限加法族）

A が有限加法族も い）4，r e d
(2）A E t → ACEA|(DA. . . . .AnE t ⇒ I AmE t

咀 （集合半環） （半環はr e s を要請は、，
都良和まで/

が数
Sが集合半環や

"） 4.r e s
(2） S はたシステム(A,B E S= ）AnB E D
(ろ）A E Sなら、ACは有限個の互いに| 搩きた𤎼いたと燄
鬱鬱

は n = R . 代数
S= Ka .b ] 1 - a E a E b E a } は集合半瑇

Lemon. 代 数
集合半環S を含む最山の有限加法族は. S の互いに排なな元達の
有限和の族として 表せる.

d ( S ) = 1 品は1で有限，RES , BinB a tにな，i . g eI ) }
なを含む最小の有限加法族 a
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血 . 代 数
S : r 上の集合半環
P :S → [ 0 . 7

|
S 上の 6-加法的集合。関本文で以下をみたす

，Pに）=1， AnE Sが出AnE Sかつ互いに排ななう
H IAn)=E PA )

=

すると. Pの d (S)への拡張 P'が一意に存在し.
M i A i ) = E P A )

(An E S . I:有限， (An)壮は互いに排な）
で与えられる. P'は A(S)上の6-加法的な確率測度になっている，

yf（いO EPCA)E l (KAEd)，Mr)=1I (Hopfの拡張定理） に）PCA)=1-HAS,（3）A、，Az....a t （互いに排な

有限加法族t 上の6-加法的確率測度 に対し、が出はなら.
- 。6(A)1の拡張が一意に存在する. y 爬が漁に列

上の2つのThinを合わせると、次の定理を得る。

凸 代数
集合半環S上の6-加法的な集合関数R S → 1 9 1 ] で PG)=1を
みたすものは、 6(S)上に一意に拡張できる.

e -より正確には、この段階ではJordan測度
例えば 10.1 ]区間上のルベーグ測度は S = 1lab ]10E E に1}上で
6-加法的になることが示せる、 つまり. N Ka.に）=b-aとおくと.

a

( a ,b ] = レ (a: .b : ] （互いdisjoint) に対し、
i l o

{ ー ー ]
M a ' "に F e l l a .b y

a
tab!a big b つまり b - a = 8 ( b ea )ン、

が示せる、これより. （10.1），B（(o.冂））上の確率測度がで
M'（(o,冂）=1.M'（(abi)=N (labs)= b-a
であるものが唯一存在することが従う. に 6(S)=B （10.川）
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