
確 率 数 理 要 論 t o
- マルチンゲールの続き.

直 （Debの不等式）
（K)n i： 非負ーー値の劣マルチンゲール

⇒ Pは品がza) E E'坐 （か。）
x

※ チェビシェフの不等式の拡張
※ 非負性を外したら.

P（照でXiza) E E灬北笠がこの1～ee.is。）

（Proof）

で fm i n l oE i E n / X i ? a s i f O Eた I n , X i z a
n

otherwise

とすると、 T Ehでては停止時刻、
任意抽出定理より

E [ X n］と E [ k］？ EN i N k z a D z E l a l Neal］
などの非負
性 = a P l a z a )

X i za#。日出X i s a より 0.K .
g

L e (Xn）で。： マルチンゲール、 4：11でR：'凸関数， 4（Xn)EL'
⇒ （4（Xn）の！ は劣マルチンゲール

（Proof) Jensenの不等式より
E14（Xn）1Fm］24世かは］）=4（Xm） （as) y

!

（Xn)E。：マルチンゲール， a > 0， p z l , XuELP

⇒ p（！！品 N i l = a） = p（た！副刈など）e はいた"y
(Proof） 4（x）=（パは'S

y
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Thm(Doobの分解）
-

（Xn)n： 劣マルチンゲール， の積分 （XnEL'，な）
に対し、 以下をみなす（An)nが las.で）唯一存在する：
（I) A。= 0
に） An は五.、一T 測

が予測と言う.（Predictable）

（3） Nu-Au)n は マルチンゲール
（4） An t E An (dis.） （tn) y

つまり. 劣2ルチングールは 以下のように分解できる：

が 埃
劣る T. in t測 マルチンゲール

広義翔撤
（Proof）

［存在］ まず A。=0 として.
A n

!

A m

t E l X r Xml Fm］
とする。 （Xn）は劣マルチンゲールなので、 これはいた14）の条件をみたす

に離］
（Bu)nも （り～14）の条件を満たすとすると、

△ n = Bn - An とする.

（l）より、 △ o二 O である。

また、 △にBn-An = （BrXn）- （An-Xn） より△nもマルチンゲール、

かつ. Onは F m が 測 である
よって、

△nj E l LlnlFm］= O n
である。

だが1測性 で4みたい性

△ 。=0であることから、 △ に 0 （as.） （En） である. /
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S：停止時刻
を：= 1AEF I An1にME I n I tn EE'））

とする。

今、 凶 nが 不適合のとき、 k(w）

!

Xscw）（w）は T-叮測である.
が似た。1に川へ瑩⇒にnhが

"

）

を （Huntの定理） =15-nhが（13）Eた

（Xu）に劣マルチンゲール 言ーはじとは
停止時刻）

て、で： 直星E停止時刻でたでしん）とする。
このとき.

X i E E l X i Iた］ （as.）

である. K

はりな性は停止時刻に対しても成り立っ）
（Proof)

Doobの分解より. X i A n t Z n と分解できる.
たでより A i E A t ' であり、Aてはたが測なので （上のコメント参照）

Eした Iた I Z E l Z i t A i lた］ ぐ A t E化 ）
= E し た 1 た I t A t （い たが測姓） .

よ、2 . E l Z i Iた］=Z i をマルチンゲール（Zn)nに対して示せば良い.
て、では有界なので、 ヨNで T . E E N (as.）である、
このとき、 VEEたに対して、

EにはE］= &E [ZN11でnhE］ に TEN）

= G E [ E l ZNIた）11たい「

#

た「測にEEた）
= GE [Zn1 1たh I nE］
= E [ Z i 1 E ］

←
チェックせよ

同 様 に . E E た く だ より、 EにいたにEにで1E］
となるので. 条件付き期待値の一意性より、EC Zで 1た］=Z i lady
( E l Zih］=E1班ではいた］作Eた）をみたすだけ測品で

!

が，
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- マルチンゲール収束定理

（xn)ne CR： 数列 曛：-

❤

< a < b < o

に対して、
. （）（Dn が Cab］を N回以上横断（upcross）する.
t e O Em、<n，<-_-<MN<n N が存在して

RmiE a か つ I n i z b （（EiEN） .
> N回以上横断し、N-11回以上横断しないとき、"N回横断する"と言う

幽
b i t s i n c e b i gp I n ← > ヨabなる有理数で、

任意のNE INに対して、
（か）nが［9.b］をN回以上横断す
る， t

つまり無限回横切る。
（証明は容易なので省略） ←チェックせよ.

血 （Bobのマルチンゲール収束定理）
（Xn)n：劣マルチンゲール、可積分
で［a,b］（w）=で（W）： （かしい）n が 区間［G.b）を横断する回数

⇒ E 10］ E た品E！學］ ←にいたmax lmao）

である. 特に、
s u p El(Xn）+］ く か

なら、ヨYE！
で、

X n → X (as..）
y

※ ？品Ekxn）+］く

❤

（これは
SYP EHXnl］く

❤

が成り立てば成位）である劣マルチンゲール

はあまり振動せず収束する.
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(Proof)
Yn= （な等 とする. E nsenの不等式より Ynもの丁積分な劣マルチンゲール.

N E INを任意に固定する.
で。=0 として. た EINに対して.
た = int In？て私 I XnE a｝へN
Th=int{nとてた I Xn z b I n N

とする。 ただた ともに停止時刻であることはすぐわかる。しかも有界である.

U M w）を （XmN(w））n がlab］を横断する回数とする

樾。 _，
i . ・七人にN （時刻川までにN回以上

で（Nk G（だ。_た。）= YN -Yo
- 新たでは、）

E YN -
臿（なーだ。」）

ここで . てたこと私 より、 Huntの定理から、 E［た。_た私］20 （と）である.
⑧たが.TT#E'自明、知性とおで

Eに（N）］EE[YN］ . との有界性が効いている、

あとは N-）・ とすることで単調収束定理から最初の不等式を得る

（第2の主張）
E l lXnI］=2ElX i ］ - E [ X n ] E 2 E lXi］-EN。］ - け ）

より、 ShP E IXi］くかの仮定から 卵E l lXn1］ く a でもある。

このことから. ' に は無 に対しても. ShepE l Yn］く

❤

である。
これより、

EN］くか
であり、特に.で［a.b］く

❤

（a.！）. abの取り方は任意なので、
ヨ 1 E F s t . P（1）=1 か）

で［a.b］（w）くか （とくbE

#

， K wEh）
とできる 癖無限個
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このことより、 「WE1 において bini nf Xn(w）=loinsupXn(w） である。
つまり、 ヨメ（w)E [a ,o］ で

（先のLem)

Xn(w） → X(w） （とE1）
である、

再び凶を用いて. Fatuより
E11×1］= E l l i n intN n I I E limit E lM II -b i nf は1が］-EMD

〈

❤

を得るので、 X EL' を得る。 4
丘

（Xn)n： マルチンゲール.
ヨ XE L ' で X n = E [ X 1 F ］ とできる.
⇐ 〉 （XDuが一様可積分 （つま

り. 感。他 E lMIないかにいた。）
/

（Proof） や）は省略
⇐）一様の積分性より. Do。bのマルチンゲール収束定理より、

ヨ×EL'でXu→X (G.S.） である。

一様は積分な（Xn)nが Xn→X(GS）をみたすとき、
Xnでxでもある.
会

- Xm= E [ X nl Im］ にnzm）
- たが1万1-EME］1 E E l N i x 1 1列

一 ） O ( i n L'）
なので、

Xm=EM IFm］ や E 1 × 1打
である。 よって、

Xm= E lX IFm］ （as） /
（EhrENは11］=0⇒Xn=EM村（as.））

※ 証明より. Corの条件のもとで Xn

"

Xかつ
Xnが×である。

逆に X # × ⇒ 姒は一様なを分かつ.Xn=El×1打も証明からわかる.
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11423追記）
上の系と註をまとめると、以下を得る。

丘
（Xn)nをマルチンケンルとする。

このとき.以下は同値
（l） （Xn)nは I内の収束列。 つまり改EL'でXn→" X .
（2） SYPEIIX.nl］くの か >

ヨ×EL' で Xn

!

x（マルチンケンに収束定理より） かつ
Xn = E [ X 1 打 .

（3） ヨ×EL'で、 Xn=EMた］.Erこの性質をマルチンゲールが閉
であると言う （closed）

14） （Xn)nは一様可積分
の閉，dosable

と言う。

Xn-がX， 卵 Ellyn1］ < o , X E L' であっても
Xn = E N T］ とは限らない。
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各 nに対して （Fm.n)m！ を filtration とする。

各 I E M E h に対して、 XmnE L ' が Fm.の可測かつ
E [ X m n l Tnt.n］ = 0 みたす とき、
Hmu)minを マルチンゲール差分列 （martingale difference array） という。

この時、 （扉mXen)mで は （Finn）が。一マルチンゲールになる。

正 （マルチいたル中心極限定理）

（Xmn）： マルチンゲール差分列
以下を仮定する：

（i） 出 E l X i n I F m . n ] I s I ( m e）

（ii) Tso， 高ENI.nlI Nm.nl?st1Fm.nI-o (me）
4Lindbergの条件

での時 '
& Xmn m Nco.I） （n-）-） a

（証明
は、

Hall and Hyde（1980），"Martingale Limit Theory and)
I t s Application'' Cor.3.1 とその後の Remark

これはi.it のCLTを特別な例とに含む.
（X）

!

が i . i .d . r.usで EM］=0， Var（怐=62 のとき、
Xmn 二 着 ，

Fm.n = 6（Xに一Mm）

とすれば、
. E l Xm.nlFml.n］=0
- た，ENmilFm.n］= NE［高が］ = I|
・E E N in11Nm.nl？931T.nl= n-E1だがIN.は1万693］= EE[X，2111×には693］ → O （優収束定理）

で.CLTが成り立っ.
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連 続 時 間 學
（X）！。の代わりにNtkzoに対し2同様にマルチンゲールが
定義できる： E l X t I T］=Xs (as） （H i t s） .
同様に劣で優マ が定義される。
右連続なパスを持つ劣マルチンゲールに対しては
任意抽出定理、D..hの不等式、 マルチンゲール収束定理が成り立つ.

型
Brown運動は（Bt)to はた=6（1Bslsea.から）
に対にマルチンゲール y

(Proof)
By~N（0，f）より ByE L 'で B aはたけ測
の s に対して
E l Ba l Fs］ = E l B s t Ba-Bsl I s ]

T s と 独 立
= B s t E LB r Bs］ = B s y
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「血
f EでGT］） に対して Xn=ドfsdBs とおくと、
（H)ac to r］ は（FakeG ］ に関にマルチンゲール. y

(Proof)
X t Eにかったはた-可測なので
E l X t YsI T］=0 を示せば良い .
近似する単過程の確率積分をメが，がと書けば
H E F s に対し、
E [ X n - X s , A］ ← E（（×_×）た］の仁
=

E l y r i atEXs.AItENIYE.AJ_e.no
（：Brown運動の
マルチンケン
に姓彡

※ 逆に はHeat］ に関するマルチンケンルがYEEをみたすなら、

ヨ f EEG ,TJ )s.tl/t=X.tTfsdBs(tEGTJ）.

Iマルチンゲール表現定理）
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