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y=4（川|x=4は） （t.g.PE""たと9は一対一.

のとき.Yの従う分布のPdf.は？
A： 918にHtm）に1例
扉。 莇、貢数変換によるスケールの調整

考え方-_-.fatdx=f（川|劉dg
= f a）14州dy
=Htm）14州dy
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）は ~すいは） （同時分布のpdf.）
U=4、(KY) ）（=T 14，U){に42には
1 ，

{y
= y a y

と書けるとき

14.では1対1対応かつ微分可能）

⇒ plain = hMum,た（川 に礐，| _Fabian
a品rdf。 ただし、 1る器にY|蘘龍川

"

メ ~No.リ{Y-GE、
主） -_-自由度nのが分布

が独立とする

t e n n 分布は？ （検定統計量としてよく現れる）

例： X. . . . .Xnの平均はMか？（た正規
メ、た が

分布）

も寺彦- ）にU F=4（いり て い- _ - が 例 . o

|y = v = t . a m
life-GE、別。2

i n帰無仮説

では）=f （川9は）=C .exp.（一判だ"exp（ま）
t
定数

は器に1鬪に信より
T. ru )= h (t.luit.た(UN)）辰

三 a p f I にし） は t a p（き）.i t

= v が一' e x p（で（1+判）
あとは Nu)=f fplait du を計算すれば良い. （たる礼(as.1）

に注意
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p(u)=ド pandu
E ( I t年）-ジ じかに分布の積分）

！！du= 1 より、

私に し，器が十台）型：
自由度たのも
分布

#

亞 X- N10.1）{Y-N
10.1）

に¥の分布は？ t o かい=六点、： Cauchy分布

（上の例のに1に対応）

・畳み込み分布
絶対連続な場合

灮=泉𡵅
ノ

互いに独立

E X , + × 2 の分布は？特に、その Pdf.は？

Iだけな が！？さ
せ たと器に 1（州=1 より

Plz,w ) = f,（いた例.I = f (Z-o f f(w)

p に）= f? p lz .w)dw =[If、(z-w)f (w)dw
旺（畳み込み分布） 畳 み 込 み -
密度f.とたの畳み込み分布(convolution)は密度関数

( f*た）に） t fff,にいた(w)dw
で与えられる. / /
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離散の場合
で す E f には）f （た）=(f* h)に）

t
Z の p.m.fr、

一般の場合
ー ー

分布関数：
F (Z )= F *た ( Z ) = f F (Z-w)な(dw)

（証明） 特性関数 中（か=/e 'が FAZ)
= H eい た dF l aw )dた(dw)
= f i tw/では

!

dF (Z-w)dた(day
-

=中（かk i twdE H

!

は）

になり

= f （かた(t)
あとは特性関数と分布の一対一対応から従う.

y y
同様にして EX、十 - +Xn の分布関数は

F = F * - _ - * F n
として与えられる。

一 -二項分布の再生性
| X - B (no,Y n B (mo,独立 ニ > Z = × +Y ~ B( n+ m,0）

型 Poisson分布
X~P.CN){Y-Ray 独立 ⇒ Z = × +Y ~1？（のけのり

亙 正規分布
X-NIM,6，2）{Y-N(moi)独立 で Z = × +Y~NMt lh .ee )

たが22分布
X ~ G (Ah,）4~G（入，た，独立せたが1~

G G ,h tた）
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④ 確率評価に関する不等式
標本平均の期待値からのずれや、確率変数の大きさ.収束を論じるための

o 期待値に関する不等式 不等式を紹介

咀（凸関数）
f:パ→ R が凸関数
⇒
呦 らはE Rd, O E T E l に対し、

f ( O t t（1-0）は） E O f（川t （1-0）f は）

i f l r y z f
← 非 凸

！
-
x y x y

匤 e婀），-Gal, (Ka t? H a l , l g(HepE x )）：凸関数
F . GG)：非凸関数

I I f..凸関本文 ( f iRd→ R )
に）(ERdにおいて、あるg eRdが存在して.
f M E f G)t ではx ) (EYERd)

が成り立つ. /
r fは）

Ht!はない ※傾きg o t的

gfk )={g E Rd/な， f は）Z f Gi)+9な一ツ}
ニ>劣従父分_ と言う < 一 ※ を a Rdで 2f a s t中（演習問題）

O f（川の元をE E E C と言う

f が微分可能なら
G= o f（川がOf（川の唯一の元.
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正(Jensenの不等式）の重要
f ..が→ R を凸関数とする.
X :Rd値-r.で 、 T 積分， fk)も7積分 なら.

f ( EN ]） E E l f(x)） y
（言正
明） g e s f( EN ) とする.

すると. は E Rdに対し .

f l y )z f (EN)+9「 (y-EN]）

である . y について期待値を取れば、

期待値の単調性より _ E n
E lHx)にf (EM)+8「(EN)-EKD = H EMy

E (Youngの不等N'）
_関数解析でも

に 1， 52 1が よく出て来る.

も+5=1 es . Sobolev空間
をみたすなら、 Bear空間

l abI s H a i t iHIS
曜 -deg(labI ) =一 leg( l aF 昈）

= 一人leg（1が）-5log（1が）

z - l . g lHa i+ } N ) に_legは影
に S =2のとき. 相加相乗平均の不等式 になる。

labI E E l l aに+1が）
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巫
(1）Holderの不等式

X .Y : r . v . r z l . S E I,な+5=1 とする.

E I NY I I E E M
りなE M P

に I NH rM l s )

に）Minkowski の不等式
V E I のとき、

E 11×+Y 17名 (ELMり）年（列州）上
（11×+Y Hr E I NH r t I NHr)

（証明）
（1） Young の不等式よりあるが、T に対し .

I TT I E たが+5MS
である。両辺期待値を取れば

E A TT H E t E M は十社が17.
ここで、 女 = エ（玔た）.た 上にいはら とおくと、

聶！鱟がな鬱塔に筕
= f + f = 1 /

(2） E 11×+Y N ] = E [ 1 × +Y.1×+Y I " I
E F I N I . M Yは ' ] + E 11州×+がり
E E l l刈りた列が他"]う
+ E [ MりなE IM Yバリグ (Youngより

（ただし、たる=1，つまり S =缶とする）

= (E[1刈りなt E LMりり.(ElM Y
17）が

⇒ E lM Y1「FEEI Nになt E lM'な y

Youngの不等式より E l KYIJ E 訓が+511州 でもある.
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- M l p
"

E

[NM]た ( pz i ) と書くと. Minkowski
の不等式より

これは3角不等式を満たす. で はノルムと言う

ー ー ー -Holderの不等式からM r とM sは互いに"双対"
〈XY〉= E [ XY)と書くと、
く が 1 > E 11×11r 11州！ か ？ 州 に ，𡵅品、〈X.Y >

i ( Y= s i n a . I M とすれば=をみたす）

I NI T '
- 11411なかであるt . i rX を LP-51積分と言う

より正確には

Lに「体裁がなにし、全体をじ(P)と書く.
"になる商空間を考える.

A T Ht#IN-Ykpw)
LPの 元 X .YZ . I NT Hp= o なるr . i rを同一年見することで.

A l lpはLPのノルムに
なる。 さらに、パは1111pについて完備であることも示せる。

つまり (Xn)がじ内のコーシー列 （な>0，ヨN E N E . I Nn-XmHpE E (En,mZN)）

なら.あるXELPが存在して. I N - Xは → 0 である。 （非自明）←次回の演習問題
これより、 LP は Banach空間になる。⇒ LP-空間と言う で出題予定

- に空間は〈XY〉 を内積としたHilbert空間になる.
- もっとも IN_州が0なら X= Y (GS)である。 (Markovの不等式より）で次国

と(Schwartzの不等式）
E { NYl ] E I NHi l lY k

特に M i l k E INK +11Yに

巫 Kullback.LeiHer divergence (KL-ダイバージと以、相対エントロピー）
P.8：2つの P.d.fr.

D(MG)：=fpa) bg（器）dx : K L divergence

ニ） DCME)Z o かつ . D(MG)=0やに8 である。

に）Jensenより NMS)= fpa)（-G（幾ノ]d)に-9（/呦舞，た）=-G（り
こ O

= は 褧，=1 (as)のとき、つまり P= 9 (as.） / /
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参考： KL- dを一般化して、 f いたo なる凸関数を用いた

Dt(Ms)：= f m f （器，） d k

を f_ダイバージェンスと言う。

例えば.HU)= 一(att) l g（=けい）+u logu を用いると、

H (MS)=る/PNG（た。，、器，）+91川別の舉紃"

を Jensen-Shannon エントロピーと言い、 三𨩃学習における
G A Nに

用いられている.
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