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④ 大数の法則と中心極限定理
。 大数の法則 た。

（弱）の鈊 i n
（標本平均） 頃の平均）

o 中心極限定理
のは紘一のm>正規分布

注 それぞれどういう意味で「42束」しているかを明確に理解すること、

何となく「正規分布に収束する」という理解で止めない、

T I は数の弱法則）@
X:には、...）：互いに独立

E N : にMa , Var E X : ] = G 2 で、

金岩 0 かつ. 與 なら
ただで割っている

T:=六点が _Pe s t
である。

特 に . X i が i i .d .でE N : たM （有限），VaraK o なら.
pT u - ） m

である.
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証週
I n =六E M とすると.仮定よりT m h である，

H I T M E E ) E P（1がT nに E U l i n t e l ? E )
E P （1がI nにも）+P（1がMEE)

c r i m e h e a r t
I D ②

o I n m より@ o Markov

.一方 . P（1がi nにも）'s t k fた乩は言いにとりりー
、 F E

= F E E L（がた）2）
r e t

T

= i s o に仮定）
F

つまり. T n t ' s である.
x

確率収束は概収束に変えられるi 大数の強法則
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事象の列AnE F (n=1，2.... ）があったとして、その上柯頲

た答An : = 7 0 An
た、 n =た

とする. W E binsupAn なら. 任意のnに対し、あるたこんが存在して.

W E A e である。つまり. w は無限個のAnに含まれる. （逆も然り）
このことから

l i n supAn = An i .0 .

とも書く. ( i . 0 . = infinitely o fE n )
T I (Borel-Cantell:の補題）

-

1 . I P( A n ) < o ならば

P(binsu p An )=0 .
n

2 . (An)間 は 5 - E R A n )= ならば

P( l i nsup An) = 1 .
n / /

証明） I、任意のN に対し.

P h y An) E HY An)
E E Mtn) は加法性）

にN

である。今 & PCAn)く より. fig & P(An )=0 である.

よ、2 . N-） とすることで、

P a s s An)E 点。 P a n ) - o
を得る.

2 .
�次でi n .
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まず、

PC（た啠が）=P ( I ( I An)'）
aE E P（（劂りたが鈼）

であるので. P (AIA i )=0 （したに.... ） をせせれば良い。
今、任意のN に対し、 (An)nは独立

P l ! A i ) E P（！'A i ) t 臿HAi )

=
武（1-Mtn)）

E 彧e-Par)
N

= e -扆Pan)

である. &附の）=a より. にたで Pan)= でもあるよって、

N とすることで右辺 o である よって示された. / /
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⑥亟（大数の強法則）
X i (it.2，...）：独立
E N : たM :有限
Var( X : ] = 6 2 < o , V a = E [ N i - M 4 ] く

ならば、
Tu - " 。 J T B 概収束！

x
（証明） Esso に対し、

P（擠」1が にり=0
を示す。これが示されば確率の連続性より.

P（恐るI T Mw ) = 1 - Pに 0 ，h i sM u t tこと）

= 1 - P ( Y {b igM e n法3）
=1 -h . P LbragI T M Eた）

が示せる.
= 1 - 0 = 1

A i l M i rに E}として.(Ar)！にBorelCantell;を適用する

P(An)=p（1がなく）_Markovの不等式

E E 1作が ]
T a t e （1次、3次のcrossたm は0）

であるが. 。 1

E 11ががただ点E kたが]+幽高所たが（なが]
s e r e n e

長興に響・4-tthss.ie_年3+3
等64 E 長 (K :=k +364<e)

よって.&Mtn)E 長&おくかなので. BorelCanTell より

R b i sAn)=0. 製品！蠮吶いにく）=o y
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@実はX iが i i .d.なら分散やモーメントの条件を外せる
（独立同一）

- _ -

e r
分散の仮定は不要な

X i i i . d . . E l X : たd （有限） とする.

Tn t o
a

（証明はWeb上の補足資料を参照）
一

・分布の極限

血 ( L e v y の連続性定理）
Xn: r . l i
4：Xnの特性関数（たけにE Cで呵）

( i ) X : r . で
中：Xの特性関数

Xn v s X > t . l t ) 中( t ) ( H E R )
（各点収束）

- _

（ii) ある中（かが存在し2.4は）-） OH)(HER)か？
4（かがが0で連続なら、中を特性関数として持つ
t . l i X が存在して.

K i m X / /が成り立つ.

多変量でも同様に. Ht)：=E1で找] H E Rd)として、

「Kmx 中は） 中は） ( H ERd)」
が成り立っ

f e (Cramer-Wold device)

Xn m x e F a m がx ( H E Rd)
Td次元が.

確率数理9 6 / 11



⑥な（中心極限定理） Central Limit Theorem (C LT )

X :i.i.d.EE
X n ] =h : 有 限

Var[ X n ] = 6 2 < e , 6年 O
- _ -

T n = f 点X i とすると，

T n ( T r u ) v s N 10，02）

N I
T r N t o (as)であるが.1準1膨らませることで、
ちょうど正規分布になる.

"籩へ、槻分布
（証明） F i r m )の特性関数

T . l t ) = E [どがくがい]
= E l e 岸佑がy
=だE l e 割ない）

-
光寺）とおく。一方での特性関数

中俉）=00）+青如）十士が（りなt。（き）の分散が存在すれば
中は連続2日徴

= I + 0 - 北望 t oは） 分の台を
h f

より、 E [ な で た 。

T.lt)=（1-えいなt。
（き））" meng E が が

t .
あとはLegの連続性定理より. C L Tが従う NGO)の特性関数

x
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C L T は 何興v s N 10.1） も与える。

巫(Bernoulli試行のCLT)
P(Xj =1）=0. PM=0）=1-0 (0<0<1）
E M ] = 0 ， VarN j ] = 0（1 - 0 ） なので、

Tn（がm )
_ 。

i n N M )
/

ある選挙に2人の候補者A .Bがいる.

X : = 1 （有権者のがA に投票），X . i o （うがBに投票）とする.

Aを支持する人の割合60%， Bを支持する人の割合40% とする.

X:は0=0.6の Bernoulli分布に従う.

会に1万人の開票後、T はおよそ.

N o , t ) = N （0.6， 04器） = N 10.6，24 106）

に従う
、一 f 器=00049

-

な(Poissonの小数の法則）

Yn n B (non) ( n回のコイン投げ）

M On-）入 ( m e ) とする。 このとき、

YnM A N
甠 との特性関数=4（か=(One'た(to」）"

= （1-On（1-どり）"

= 11-#（1-どうt o
（リ]
ド

- ゝ exp（-入（1-どう）：脈）の特
性関琴

例〇不良品が出る確率が低い製品を大量に生産すると、その中に入っ
ている 不良品の個数は大体ポアソン分布.
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竺(s latskgの補題）
X n m X かつ Yn m e （定数）のときにとは独立とは限らない）

い）Xntと m X t c
(2） XnY n A M C X / /

（証明は略）

正（分散が未知の場合のa t )
d i e t点(x.tn)2 （標本分散）

は1等 v s N a t ) （信頼区間の計算に使え
る）

は 大数の法則より の2-）Var[ X ] (as.）なので.
Slutskgの補題とC L T より従う /

- Delた法正
(Delta 法）

（か）.：i.i.d.MX-
M) m N（O.O) を仮定
f . 1回微分可能かつ. f'(M)t o とすると、

Tn( f(Tn)- fm)
t e e n

M D NM ) X iopen)やなが
スモール本ダー

（略証） f a n ) - H M ) = f H t (Trenton)t!合）-Hey
= (Tree) f a ) t o p（市）

よって、

啖礐= 「學搥+妹）は例
-
± 1

t h Me,） (by slutsKy) /
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血 （大変量のc い）
が Rd値 t .v .C I . i d )
E N : ] = M E Rd
E [ ( X i h ) ( x . . -MT ]= E e Rdx d

( E Y O とする）

T a r t ) v s N （O.O)
（多変量正規分布） X

士らに. f : Rd R が人数分可能で

ない）=[前の，-_-、 話(MTCR) t o

ならば
た(HT)_HM) v s N （0，o fa )をO fG)）/

，
区 が
側....、1劄：i i d -

= E [ X n ] = （た
） ER? 2 = Car（か）=（岳

C LT より. I T ( T i m )で NGE ) である.

f G ,z ) = N Z とすると. O fG.Z)=（ま）より.

o fG T EO f(M)=MEa + 2 M e a t i e
であるので.

Tn( T n I n - M e ) M NG ,MEG,+29992 t e a )

x
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