
補足資料：確率測度の一意性と構成

o Dynkinので入定理： ある集合族上で同じ確率を与える2つ7
確率測度は、その集合族で生成される
6-加法族上でも一致する.

応用例：同じ分布関数を持つ測度は脈）上で一意
一意性

o Hopfの拡張定理： ある直隆加法族上の確率測度は
その有限加法族を含む最小の6加法族上の
確率測度に拡張される.
t 存在性
（もっとも、その拡張が一意であることも含めて

Hopfの拡張定理と通常は言う。）
� 演習問題も参照

- Dynkinので入定理
目標：分布関数F が与えられれば対応する確率測度Pが一意に

定まることを言いたい。つまり、2つの確率測度R . B が
P.（はい）=B (C- a]）=FK) をみたすなら、

P, (A ) = Pz (A) (KAE B側） となること
を示したU . （ただし、そのような測度が存在することは仮定）

Hopf の拡張定理
'#.たシステ
ム： 集合族P がたシステム A.B E P ならA nB E D

（有限回の共通部分を取る操作について
閉じている） BH:=13が

一九一システム： 集合族人が九一システムも（1） R E L 」
(Dynkin族） に1A B E L , ACB B H E L

(3）AKAKA,C - E L{ Y AnE L
y

6-加法族はたシステムでも入システムでもある.
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6 1）： を含む最小の6-加法族（P)：名を含む最小のがシステム

型 (Dynkinの定理）
い） P はたシステムで、人はPを含む入・システム(PCL) であるとする。

すると、 6 (P ) C L である。
（2） たシステムP に対し、

G ( P ) = LCP )
が成り立つ. /

言正明は後で与えるが. （りいに）はすぐにわかる。なぜなら、いつより
6(P) C人(P)は示されており、かつ任意の6-加法族は入システムでも
あるので、6(P)はPを含むがシステムでもある。つまり6(PDL(P)が成り立っ
た 2 6 (P )= LLP ) である。

Dynkinの定理より次の命題が示せる。

血「(r.F)上の確率測度R . R が、あるたシステムP C F において.
しA E P で RCA)=BCA)

をみたすなら、
「BE 6 (P ) で R（13）=13（13）

が成り立つ. X
さらに、この系として、分布関数が共通な2つの確率測度が(IRB側）上で
一致することが示せる.

に2(R,BURD上の石隺率測度R . B が
l i k e ,as)= B Goes)= Fla) （をER ) をみたすなら、

DLR)上で P、二にである。 /
(Cor2の証明）

P =1（一・，a ) l aER} はたシステムである.仮定より. Y E P で脈に脈）
である。よって CorI より RCB)=R （13） にBEG ）でもある、 ここで、
6(P)=日(R)であることに注意すると、これはB(R)上でP E Rであることに

他ならない.y
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(Cor I の証明）
まず むニ{AEF I P (A)=ル(Al} とすると. L は入・システムになっている
ことを示す.
( I ) P,(r)=1， R ( r )=1 より. I E d .
に）A . B E L , A C B とすると、 RCA)=B ( A ) が P.(B)=12（13）である。

確率測度の性質（加法姓）より.
P,(BIA)= R (B)-PCA) = B (D-RCA) = 12(BIA).

よって、 B I A E L を 得る .
(3） A .CA 2 c Asc . . . E d とする、確率の連続性より

P, (YAn) = figP.(An) = f y B (An) = B ( I An)
なので. I AnE d である

以上より、人は九一システムであることがわかった.

仮定より P C L なので、Dynkinの定理から、6 ( P C L である.
L 上でR とには一致するので、6(P)上でも両者は一致する.x

これから. Dynkinの定理を示すが、その前に次のことを注意しておく.
Lemme

L （1）'s E L
（2）' A E d A ' e 2|"" 髹

（証明） につのみ示す）
（1）'は定義から自明. に1'もn E d なのでR I A EL.つまりA ' E L
が従う.
（ら）'を示す。 そのため、まずはA .BEL , An13=4に対し、
AuB E Lであることを示す. （2）よりR H E L である。またB C R I Aなので.
N I A )I B Eんでもある。ここで(RIA)| B = A S か なので. A hB E L .
に）'より、A hB E f なら (AhB'）EAUB E L である.

D t 伝が X
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(Dynkinの定理の証明）
証明の方針：f (P)がたシステムであることを示す。実は入システムがたシステム

であるなら、それは6-加法族であることが示せる、つまり、

6 ( P ) C L (P)が成り立つ.
Lem
-ある集合族なが.たシステムでも入-システムでもあるとき、B は

6-加法族である.
（証明）

( l) n E R は入・システムの定義が明らか.
に）A E R ならACE B であることも性質になり従う
（ろ）まず有限和について閉じていることを示す.

A . B E よとする.AとBは互いに疎であるとは限らないので
（う
）
'を使えない、しかし、B はたシステムなので、A nB EB である。

よって、入システムの性質のA l (AnB)E B , B1(AnD E B でも
ある。 また.（り、（2）より 4=に）C E B であるので.
がシステムの性質（3）'より、

A u B= ( A l(AnB)）v ( B l (AnB)）u (AnB)u h t . . .
n n n A A
B B B B R

-
互いにな神友

E B （はん）
である。このことから、 A、，An- . -EB なら、 (AnnAm=0
AnE B であるのz

とは限らない）

I An= Y ( I An) = U Ah E R
m= 1 y e s

.

A i n ' t L に含まれる。

なお.最後のhlnE B は AicA I C . . E B に性質（3）を適用した
以上より、B は 6-加法族である. /
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これより、 LCP)がたシステムになるこ-前のLemよりLCP)が6-加法族に
なるこれが示されば、 f ( P ) 76 (P ) であり、かつ、L と LCP)の定義より、e

2つよ(P)である. よって. L 76(P) が従う
人(P)がたシステムであることの証明：

GA:= 1 B E 6 ( D 1A nBed ）}

とする.

( i ) AEHP) ならGA は入・システムである。
なぜなら、 だの仮定

( I ) R E GA f r n A = A E L (P)）
(2） BEGA なら. A nB E L (P)であり、 A E L (P)であることと
あわせて. A l (AnB) = AnBCELCP)でもある。
つまり、B 'EGA である.

(ろ） Ba E GA が互いに排反であるとする. I fREGAを示したa .
A n ( I Bn)= Y (AnBn)であるが. BnE a より、AnB nE N D
である。しかも. (AnBn)n は互いに押阪であるので、

Y ( AnBn)E L CP) . つまり. I BnEGA である。
よってGAは九・システムである.

( i i ) A E P ならLCP)CGA である。
なぜなら、まずA E L (P)でもあることから(i)より私は入・システムであること
に注意する。今、Pはなシステムなので「BEP は B nA E P である。つまり、
「BEPは BEGAである(PCGA). よってなAは Pを含む九・システムなの
（で
、

LCP)CGA である.
i

このことから. A E P . B E LCP) に対し、AnB ELCP)である。
あとはAをAEHP)まで広げたu .

(iii) A E N D なら、 LCP) はA である。
なぜなら、( ii)より、UBEPに対し. A nB ELCP)であることは示されているので、

PC GAである。また(i)よりAは(P)なら私は入・システムなので、
LCP)CGA でもある。 よっ

て、 AEd ）なら、名は印）でAnBENDをみたす
つまり、と(P)はたシステムである. / /
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o Hopfの拡張定理.
こちらは長くなるので言正明はしない。
ステートメントだけ述べる.

Dd（有限加法族）
が有限加法族や防災？！

だAm e t
（2）A E t A ' e t

「有限和まで./

咀 （集合半代数）（半環はRESを要請し
ない）

い） 4 . I E SSが集合半代数や）
に） Sはたシステム（A.BE SいAnB E D

| AESなら、ACは有限個の互いに

排なな集合B..... ，RESに分割される
A E YIB a ( B iES , B i nB j =中 で な 必 -Eli.は1-ea s b e a｝ は集合半代数.

に業合半代数Sを含む最山の有限加法族は.
Sの互いに排なな元達の

有限和の族として表せる

，
d(S） = 1 品BilI：有限，RES, BinBatにな，i.geI）｝
なを含む最小の有限加法族
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西 '
S : r上の集合半代数

P(r）=1， AnESが出AnESかつ互いに排のならI H i t）=E Pan） 二 ］一航寺庄鈴巍
市が礫鑼で爀
嚇

すると. Pのd(S）への拡張P'が一意に存在し.

M i i Ai）= EPA）
（AnE S.I：有限，（An）壮は互いに排な）
で与えられる. P'はA(S）上の6-加法的な確率測度になっている，

に）PCA）=1-HAC），（3）A、，Az....Et （互いに排可有限加法族t上の6-加法的讞識邈
！！龜堅

G(A）1の拡張が一意に存在する. y 心が漁に何
もこの一対中にDynkinの超
楽，上の2つのThinを合わせると、次の定理を得る。

凸集合半代数S上の
6-加法的な集合関数P S 191］でPG）=1を

みたすものは、6（S）上に一意に拡張できる.
g

がより正確には、この段階ではJordan測度

例えば10.1］区間上のルベーグ測度は S = 1lab］10EEに1｝上で
6-加法的になることが示せる、つまり.NKa.に）=b-aとおくと.
（a,b］= 点（a：.b：］

（互いdisjoint） に対し、

Mla.い）=Jolla.hit）
ら
、の ？ ※ つまり b - a = I ( b ea）

が示せる、これより. （10.1），B（（o.冂））上の確率測度がで
d'（（o，冂）=1. t'（（abi）=N(labs）=b-a
であるものが唯一存在することが従う. に6（S）二日（10.1］））
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60）上の確率測度の構成方法 （概要）

任意の部分集合Actに対し、 Pより定まる外測度P*を以下の
ように定める：

MA）：= i nHIP(B：）I B i E S , A c YI｝.
t可算無限個.

（これを、有限和にした場合、つまりPTA）=int1燄（Bi)IB ES,AC Y B：.
とすると、望ましい拡張が得られない、 MII）
例えば.n=10.11， P Co.7上の一様分布，S：半開区間全体.
とすると、有理数全体Qn 、1）に対し、門（ n 、13）=1 と
なってしまうしかも P*（InG、1］）=1でもあり、 no，1）を"測れてない" .

この場合、門（ no,D）=0となっ
て

ほしい.
w e の算無限和まで考えることで、これは0になる）

ここで
@i- . l D c r I M D ) t M Dd）= I｝

とする。 （内測度と外測度が一致する集合）
すると、次が成り立つ.

EH. & は 6 - 加法族
y

2 . がのもへの制限は（n.8）上の確率測度になっている、

「塾証明の前
に 門が連続性をみたすことは認める：

A,CAI - . - crに対し、 A=YAnとしたとき、
linが（An） = PCA）

である.
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1 . が（r）=1， P*（01=0 はすぐに確認できる.
よって MR）+が ）=

1 であり.
n . t o o

である。

2 . D E Dなら定義より
PYD）+がCDC）= I

なので、 P*（DC）+p*（ りく）=1

でもある。
よって、 D 'GO でもある.

3 . まず 0 が有限の法的ではも D上で有限な法的である
ことを示す。
まず、D、，D2ED なら、

P *（DVD ) t が（DinB)Eが（Di）十M（に）- a ,
P*（（DivR D t が（（RnR D E RC）+P（にリーに1

が成り立つ

i i .なな！！！！？だが成一
が（DiuD2）tM(DinD a ) t M（（RUDD'）tが（（RnPz）'）
E PCP，）t門（B）+P*（MC）+P*（Di）
= I + I = 2 . に D i , R ED ）

一方、 P*（A)tMCA )Z I は常に成り立つので、

左辺と 2 は常に成り立つ よって、特に、

p*CD、uに）tが（（D，いた）く）=1

M(D,n P . ） t PT(Rn にノリ=1
である、 これらより.

DiuD z , DinR E D
である。 また、いい（2）が等号で成り立つことも上のギロンよりわかる
ので、D i nD i dなる D、，REDに対し、
M R u Dz）= が（Di）+1が（に）

を得る.
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つまり、 Dは有限加法的であり、 P''' もD上で有限加法性をみたす。

あとは. &が"単調族" であることを示せば、Oは6-加法族であること
が示される 6加法族）
ここで、 単調族とは、

（a) A i E D , A C A t - _ - のとき. Y i E D
(b) A ED, APAD- . - のとき IA EDをみたす集合族である、

今、Dは有限加法族なので（a）が満たされれば（b）も成り立つ.
よって（9）を示せば良い、
つまり、 DnE D U D n t D のとき（D、CBC・かつY Dn=1つのとき
Dadを示す. DntDと書く）

まず証明の冒頭で述べたがの単調性より
橋 が（Dn） = p*（IDn）= p*（D）

である。

一方'
p*（De）=p*（！Di) EP(DE） （Km）

であり、EMD）+が（D"

なので.
I E G M Dn)tが（Di）

である. mについても木を限を取れば
I E が（D） + が（DC)
ESP" （Dn）+LP*（Di） =橋（MR）+が（Pi））

= 1 じ DnGO.tn）
を得る。このことからPMP）+が（PC）=1なので. D G O である。

よって. 0 は 単調族であり、単調族定理より6-加法族.

あとは P*の6-加法性を示せば良い.
DnE D (n=1，2....

1次air
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MI,Dn） = が（I I De）
= f y が（出De） に他の単調性より）

さらに、1では有限加法的であることはすでに示しているので
門（YDe）二 書が（De）

である。 あと、 M E Dn）=協会が（De）
= &がいた）

である. f . /
p*の構成法より、

（l) S C A C D
（2） が（A）=P(A） はAES）

であることは確認できる.
Dは6-加法族なので、 6（S)CDでもある.
はは8上で確率測度なので。それを6（S）に制限したMas）も
6（S）上の確率測度になる。
さらに. た入定理より、そのような拡張は一意に定まるので、
（r.6（S），Me） はPの6（S）への一意的な拡張を与える.
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