
確 率 数 理 要 論 5

!

条件付き期 學

これまで独立なのでの最大値や平均を考えてきたが、
非独立な r.での組を考える上で条件付期待や条件付き確率は重要である。

まず有限分ーー割の場合から始める.

（AFP）：確率空間
B E T を PCB）70をみたす事象とする.

KAEFに対し、Bで条件付けたAの条件付き確率を
NAIB）= 「礜

とする。 これが確率測度になっていることはすぐわかる
（つまり.AE7MPH1B）が確率測度）

ここで . BEEF も HBC）>0をみたすとすると、
H・1B）. H I B'）

がそれぞれ定まる。 つまり、「AEFに対し、確率「學
n o w 1→|

PCA1B）
（we B )

PLA1B'） （we BC）

= N A I B ) h t t KAI的な（w）
=：P(AllB,Be3）（w）

が定まる。
また、町積分なXに対して、XのMB）による期待値を条件付き期待値といい、

E1X |B］ （な）. E K I B に 病名×礜呦が

!

（w）

と書く。 これについても

E l X11B.BY］（w）=EMB1113（w）+E[x|Bりな（w） という意味.

なる確率変数が定まる.
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これを有限分割を別 （BanBitには）， Y Bir,P(Bi）>o）
に拡張することで、
P ( A l lBali）（w）：=！PAIBi）舢（w)
E1X|｛別で］（w） - ※E1×113：11が（w）

なる確率変数が定まる。

1Bitを与えることと、 1B：間で生成され36加法族Bを与えることは
同値なので
NAIB）， E M B ］
と書く.
に 1Aなら、EMB］=P(A IB）となることは期待値の定義から
すぐ確認できる.

"

。雨

"#

！

$

た例
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亟
I . E l X I B I は な叮測
2 . 「GEBに対し、

K E I X I B I dNw） = k × dP(w)
a

※ た［X1B］ が F-叮測 なのはすぐわかるが.Iはより強いことを言っている。

（Bは下の部分6加法族）
※ G E B ということは、ある IC11.2... . .n｝が存在して、 （た中もゆるす）

G 二 品 B i と 書けることに注意 .

（Proof)
I . C E BCR）に対し、 I c =に 1 E M B i t e c｝ とおけば

E l XIN"（c）= Y。Bn であるが、
品、Bi E B であるので. E I N B Tk ) E B である.

2 . 「GE Bは、ある IC｛1.....n｝を用いて、 G二品Bn と 書ける.
よって、

l a E l X I B I dPG） = 葒 b、E[X|B]dPCW）

= た k &EMBy11時（w)dp(w）

= 炁糸た1×1Bj］たhadNw）
= 舙 &E [X|Bg ] P(Bi)f i j
= 㐂 P(B i ) E l X I Bi］

= E PCB：） 痾たXMw）
= 𥁊 f t p . x d

Ru）=1&h)XdPG）
= ftp.xdkw） =1 1 aMPH f a x dkw)

x
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これを一般化しよう。
9 を下 の部分6-加法族とする.

I
Remind：6（Y）はYを叮測にする

週 . F=B(R） 最小の6加法族.
W=ル、，Wz)E IN , Xw）=W，，Y(w）=usのとき、
G=6（Y）= 1Y"（A)IAEB仮）に I n x A I A EB仮）｝

このとき、

9は下の部分6加法族

A※爽がでAEG
（含まれる）ted！には含まれない）

x

甠（条件付き期待値）
X：叮積分なので. o h ( R . F . P )
Xの9で条件付けた条件付き期待値E1×19］ とは、

I . な 叮 測 である.
2 . 「GEはに対し、

GEN19］dP(w） = k × dP(w）
を満たす確率変数とに定義される. /

EGはなの元であって

特に、 AGFに対して、 X=1A を代入して、 下の元ではないことに

P(A19） = E l IA19］ 注意！
をAの 19で条件付けた）条件付き右一一展率と言う.

では、そのような確率変数は存在するであろうか？

［2.
より

Plaaf.での一意性は言える. （Hgは9に制限したP）
なぜならもしで，たが1.2.をみたい7.PLのないと）>｛なら、
G=に、>2+E）とすると、 JGZidpZGZzdptEP(G）？JYPt o

で矛
盾）
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T I (Radon-Niko dymの定理）
に，FP）：確率空間
r : Cat）上の非負かつ有界な測度でPに対して絶対連糸売、
つまり、 PCA）=0 ならVCA）=0をみたすものとする （ ve Pと書く）
このとき、 Rの丁積分な r.ir Xが存在して、

r(A） = A X dP ( t A E F）

が成り立つ、 しかも、XはRas.で一意に来まる. y

X を Radon Nikodym微分と言い X = 器 と書く.

（証明は、例えば Resnik: A probability Path を参照。このけの最後にも
言正明をのせておいた）

血（条件付き期待値の存在）
Xが町積分なら条件1.2をみたす確率変数EM9］が存在する。
しかも、2つのは Z . . た がともに条件1，2をみたすなら

Z . = Z z (Hg_as.）
が成り立つ. も PEGに制限した測度
この意味で条件付き期待値は P l a n s . で一意 .

y
(Proof)

Xzoの場合を考える.
E［1×1］<0 より、

V(A）=SAXdP (EAEG）
とすれば、 rは9上の非負有界な測度である。
しかも、 P(A）=0 （AEG） なら r A）=0もすぐわかる。
つまり、 V a P I G .
よって. Radon-Nikodynの定理より は可測な r.でZがPlg a s .で
一意に存在し、

r(A）=fzdplg(w） = ft Z d P(w） にP=Ngong.）
を満たす. Zはは「1測、積分の定義
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この z を EMG］ と書けば定理が示される、
一般のXに対しては、 X- -X I X ' とが 20，Xzoを用いて
分解し、 それぞれに対し同じ議論を適用すれば良い、

x
TI（条件付き期待値の性質）

（1） （線形性）
a.be Rに対し .
E l aX t bY 1 9］ = a E M G］ + b E [Y19］ （as.）

（測度0で除外される集合はabに依存）
（2） （単調性）

xzola.si）， X：叮積分 なら、

E 1× 1 9］20 （as）
特に、 X ? Y last， か何積分なら
E [ X 1 9 T . E E / Y l 9 J ( a s . ）

である。
（ろ） （絶対値の不等式）

に1×1911 E E [ M 1 9 ］ （as.）

（4） （単調収束定理）
E11X1］く・ かつ、 O E X , E X z E - _ - E X で、

f X n = X (at） のとき.

h E [Xn19］ =E1×19］ （as）

に山より、条件付き期待値のFatuの補題と優収束定理も成り立つ）

☆ 15） Y が 9 -叮測で XとXYがな積分なら
T Y G ］ = Y EN 1 9］ （as）
特 に E [ Y 1 9 ］ = Y ( a s )
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☆ （6） 9 ' が 9の部分6-加法族なら
E l E l X19319'］ = E [ X 1 9 7 Cas.）

（7） 6（X）： Xの生成する6-加法族 （CN）=1が（AllA t BIRD）
6（X）が 9と独立なら
E [ X 1 9 ］ = E N］ （as.） /

（Proof）

（3） I E M

!

1 = 1 E が 1 9］ - E [ X 1 9］ 1 （に Xtxと分解）
E I E が 1 93 1HE [X 18］ 1
= E1×+19］ + E M g］
= E1×++×19］ = E［1×119］

14） 単調性より （EN.193）ni も as.で単調非減少
E [ X n l 9 1 E E M 9 1 （GS）より. ある9-51測な t.ru Z が
存在して、

Z t1三［Xn19］ （9.f）

とできる . に有界な単調な1は収束する）

に AEG に対して、
Azdp = A G E [ X n 1 9］ d P

= G A E [ X n 1 9 1 dP （単調収束定理）
= 無 f i n d P （条件付き期待値の

定義）
= A S XndP （再び単調収束定理）
= A X dp

よって、

S E [ X n 1 9 ］ = Z = E1×19］ （as）
に条件付き期待値の定義と一意性より） /
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（ち） あるAE9を用いて Y=1A と書けるなら
「BE9 に対して

DENY19］dP = b×YdP
= AnAX dP

=fpnA E [ X 1 9］ d p に BnAE9）

=1B！𡵅熙！！
が

Yがなー叮測なので、Y EMG）も9-叮測。 よって条件付き期待値の
一意性より E [ X Y 1 9］ = Y E [ X 1 9］ （as.） である。

より、一般に X ? O ,Y？ 0 のとき .
Y は ある単関数列 Yn=Jai柧の
単調収束極限とできることから、単調収束定理から示せる.

X？0，Yzoでないときは、XXX，'に牡Yを分解すれば良い.

（6） TEG'に対し、AEGでもあるので、
k. E l EIN9］ほりdP=SAE1×19］dP に AEG）

= A X d P EAEG）
= AEM97

!

（再びAEG'と条件付き期待値の
定義より）

よって、E l EN19319'］=EMG］ （as） に一意性）
x
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I (Jensenの不等式）
中：112→Rを凸関数とする。
Xと中（X）がともに51積分なら、

中に［X19］） E E［中区）19］ （as.）

（略証）
中の ENI9］ における劣る数分をheみ（EMG］）としてとってる
（hは 9.nlなので.）
に水で4G）と中（EMG］（w））tは（w），x-EM9］> である
両辺E［19］をとれば示せる.
（本当はたの有界性が問題になるので、Xn=X11MEN として

Xnについて示し. ht

❤

とする.） / ，
- 正則な条件付き確率

上の条件付き確率は各AEFごとにP(A19）がasで
一意に決まった
よって互いにな非友な（An）

"

EFに対し

（これは1つ固定する）
EP(A：19）（w） = P ( I A：19） （w）

もas.で成り立たせることができる。

［左辺で定義されるがが単調
収束定理より、条件付き確率
の）

条件を満たすため、
「BEG， 1B EPA：19）dに EDNA：ほ）dp

= IP(An）= P(YA：）
= 郈（駄19）UP

しかし、 （Alの選び方として、非可算無限個の可能性がありえる
ので、 各固定されたWに対して、（An）次の選び方によらず一様にこの等式を
成り立たせられるかは自明ではない。
つまり、 PC19）（w）が確率1で確率測度になるとは限らない

もんに関してG.S.
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しかし、dが完備可分距離空間かつ下がそのBorel集合族なら、
次をみたす正則条件付き石隺率

一 一 M r × F→G I I が存在する .
（1） 「AEFに対し、 W Htt(w.A）がPCAほ）とas.で一致
（2） a.siのwに対し、 A1→MMA）が（n.7）上の確率測度

（証明は伊藤清「確率論」やDudley「Real analysis and Bobbili！
を参照）

XとYの同時分布が密度関数 fには）を持つとき、
P(YEA16（X））（w） = 1月な㚙しった）は （ f a r Handy）

である。
つまり、条件付き分布の密度は f（るい）=f，礐 で与えられる.
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1Radon.Nikodymの定理の証明］

vは有界が非負なので.
Q(A）= 器， （AEF）

は確率測度になる。 また、 Q 《 P であることもすぐわかる。

ここで、

p * = t
とする.
L2（が）を 仇による2乗7積分な関数のなすヒルベルト空間とする.

に 1 門= 1Y I f T dM e a l ,
C Y .Y '〉 = f Y Y ' M Y

そこで
L(Y）=fY d o ( YEECM）

と線形汎関数を定義する。
これは画界線形汎関数であることが以下のようにはわかる.

I L M E f N I dQ E f N I d a t f M d P
= 2/Molが E 2 12岬が 二211YHELP

t
Jensen

よって. Lは有界線形なので、 ヨ ZE に例で
L(Y） = f Y Z dM = < Y , Z >

と表すことができる.
I 'に dド= E f Y z d P t I f Y E d a
Y d a

より. I Y（1-E)da=ノ空dP を得る。 M E に妙）
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Y=1A とすると、
L(Y）= H d Q = Q(A） = 11月z城 = h z d M

である。 両辺 が1が倍することで.

O E ？可
兜

E ftp.舉， E な器 = 2

であることがわかる. （！pet)
KAに対して、

O f fzdが E 2 件（A） =f2dp*
であることから、

O E Z E 2 （Mas）
である。
さらに、 Y = I{Z=2｝ とすると.

た=23 （1-き）dQ = 金の主dp
であるので O = P(Z=2） も得る。 （

$

た辺=0石にPA--2））

D a Pでもあるので、 P*（Z=2）=0も 得る。
つまり、 O E Z C 2 （PEGS） である。
今
Y = （き）"1A (AEF）

とすると. Y E に（げ）であり、 0 E Y < 1 （PE as）である
きた

者（き）とにき）do =A 信）年

!

より、 配達 することに

k.（t E）""do= 信 善（部 d p

確率数理要論5 12 / 13



となる。 今 Nいかで（にもドジ I (Ma s） なので

左辺 → A d Q = 2（A）

右 辺 - ！器.dp = AE z dp
である。 あとは X=Ez とすればO.K.

，，
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