
確 率 数 理 要 論 7
!

確 率 過 程

に、が）： 確 率 割 間
S ： 状 態 空 間

BsをSの上に定義された6-加法族とする.
⇐ S I R , B s =BCR） ：連続状態
・ S=Z（整数）.Bs：べき集合 i 離散状態

を主に考える.

T： 時 間 域
に R t = 1 のが連続時間
T=区+=10.1.2.3....｝： 離散時間

咀
任意の t E T で

X a : r → S が T 測 （とEBs，が（c)EF）
の時、 つまりたが S値確率変数の時、
X=（Xx ) e を確率過程 （Stochastic Process）
と言う X

咀
各 W E I に対し、 関 数
X .（w）：T s S

Yいた（w）
が定まる。 このX.（w）を標本関ーー数（sample path） と言う.y

1標本過程、標本路）
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・ S = R . た R t の 時
にくけ） をT上の連続関数全体の集合
D=DG） をT上の各上で右連続かつ左極限が存在する関数の集合.

（Right continuous with L e f t Limits,Ras）
（continued dro i t , l im i ted gauche, c a dlag） とも言う

とすると、
_ ： -

X .（W)ECG） （とEr）： C -過分主

X.（w) ED(T） （VivEn）： D-過系主
の場合を考えることが多い.

例： ガウス過程（c-過程）， ポアソン過程（D・過程）

・ た Z t の 時、
E 1. （ランダムウォーク， randomwalk）

（Z：）：！が独立な r.v.PL
Za=1）=P, P(Z i -1）=1-p
S = z

X。=0. X n = Z i t - . - t Zoe HEN）： ランダムウォーク

2 . （自己回帰過程）
（Z）

"

： i . i . d . r . l i
,
Z i n NG.り

Xo： （zitと独立な rv. （初期状態）

は 二 a Xm t o Z a： 自己回帰過程， ARG）過程
（GER.so） （autoregressive process)
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甠 （Markov過程，Markov連鎖）
S： 状 態 空 間
（Xx）、ER: S 値確率過程

- 離散時間
FAE BS.
P ( X t EA I Xo . . . . . X t t）= P(Xt EA I Xm） （as.）

i
PH t EA16（Xo.....Xm）） の意味
ただし、 6（Xo.....が.）=6（

#

6（Xi））：

Xo.....Xmを7測にする最小の6-加法の年

- 連続時間
K A E B s , HUH ,
P(Xu GA I X s , o s set） = P(XuE AlXa） （as.）

をみたすとき、 （Xx)tei を Marketsと言う. y

← 昔の情報は影響しない、直前の情報にのみ依存する.
e P(Xt E A I X n = h ） = P(A.la..） のように"推移確率"が
まに依存しない時、同次14arkov.AT と言う。

E . （ランダムウォーク）

X m = |X#+1 （確率 p )
X . - 1 （確率 1-p)

m e 同次はとし過程
- _ - y
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レの離散時間
Markov連鎖を考える.

M E IN, n E IN とすると、 U E E Bes において
P(XntmE E I Yo... . .Xn） = p(Xmm E E l X n） （as.）.

y

(Proof) m=1 は定義そのもの.
ある mで成り立っているとする.

P(Xmm t i E E I Xo，....Xn）
= E [P(Xmmn E E I Xo，....Xmm) I Xo.....Xn］

に条件付き期待値の性質（61）
= E [P (Xmmn E E I X mm) No.....Xn］

ぐ
Markov過程の定義T

ここで . P(Xmm i E E I Xmm） は 6（Xmm）-叮測なので、
mに関する帰納法の仮定より、
右 辺 = E [ P ( Xmm t、 EE 1Xmm)l Xn］.
これは 6（Xn）-叮測であり、（かの左辺もそうなる。 さらに、

E [P(XntmnE E I Xo....Xn）期］ = E11た（Xmmい た］

f (UAE6（Xn））

抄
でもあるので、 じ条件付き確率の定義条件付き期待値の一意性より

P(Xntmti E E I Xo....，Xn）= P（4mm、EEIX n ) G.d）
である . よって、mtl 7時も 成立 .

/ /

このLemが連続時間 Markov連鎖の定義を正当 化する.

P(XuE E l Ys ,SE t） = P ( Xu E E I X t ) Ca！）

※ 時間が連続の時 は"次の時刻が意味をなさないので、
このような定義にする必要がある.
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甠 （加法過程）
でも任意

X。=0 かつ、任意のOE toくだくーーーくのに対して、
X n - X n （だい、n） が独立

のとき、 X=（Xx)t を 加法過ーー程 と言う.
y

咀 （確率連続）
たRtとする
USにおいて.fi E [ N a - X s I v 1］ = 0 のとき、

X=（Xx)aは確率連続であると言う.
（ X . で X s と同値） y

D I (Levy過程）
にRtとする.
に（Xx）兆仙が確率連続な加法過程でかつD-過程
のとき、 t e v y e という

y

実は Levy過程は後述のPoisson過程 とGauss過程の和で
表現することができる。

（Levy-It。分解）
※ 最近ではさらに定常性も定義に入れるが、ここでは非定常でも良い
な定義を採用する.
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④ Poisson過分主

空間 （Rd,B(Rd）） を考える.
µをRd上の 6-有限な非負測度とする、 つまり

（I） しE E B(Rd） に対し、 M ( E ) z o
に） （6-有限性）

ヨ
E、，Ez....E B(Rd） （高々可算個） で

I En=Rd かつ M(En） < e (En）.

すると、0<M(E） く ・ なる EE日（Rd） に対して

VE(A） = で鎣
は 確 率 測 度 になる.

D I (Poisson randommeasure)
r .で の 族 に （X(A））AeBad） が 次をみたす時-
X を平均測度 M(mean measure） の Poisson random m e a s u r e と言う.

（I) a s . W E r において X(A）=X(A,w） がAの関数として
6 -有限な非負測度 になっている.

（2） 任意の EE日（Rd） に対し、X CE）は平均ME）の Poisson分布

に従う
（ME）=0 ならX(E）=0 （as），µ（Eに

❤

ならX(E）=

❤

（as）とする）

（3） 任意の互いに疎なた.....En EB(Rd） （EinE j=中 になり）
に対し、

X(En） に 1 . . . . . n） は独立 .
yを Completely random me a s u r e

M(A）=ANDda と書けるとき、入を Poisson random measureの
強 度 関 数 （intensity function） と言う.
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Poisson r . m . は空間上でランダムに発生する 事象の件数のモデリング
に用いられる、 ランダムな点配置
（ex.交通事故の発生場所） 性

$

；
%

：〇

また、積分を考えることで
ジャンプを含む確率過程を
予報に表現できる.

a t Levy過系を Xば）=1
X CE）.X（区）は独立な
Poison分布に従う.

- Poisson r m.を実際に構成してみる.

では6-有限なので
Ad= Y f n ， 0 < M ( f n）〈 a
S a n Sj =中， SnE B CRd）

と分割できる。
「ポアソン分布の和はポアソン分布」なので、各Snに制限した
Xn= ｛Xn(A）=XCA)IA EBCRd），A E Sn｝
を考えれば良い。
以後、あるSnを固定して、 X Xnとして話を進める.

Poisson randommeas.ae？構成
ー ー

f・ Z ～ に（M(Sn））

|
・

な ～ h した1，-.-，Z） （i.i.de）

た だ し n(A）=器， （AC Sn）.
として、

X(A）= 産 期（Yi） = 1 1Y i Y iEAS I
とすれば、 2山は Poisson r . m . になっている.
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まず、互いに疎なEi.-_-，Em に対して、
Z で条件付けた
（×（た），-.-.， X(Em））
の分布は、

（鬱 . . . . .噐）
をパラメータとする多項分布に従うことはすぐわかる。

また . た ht-_- them に対し .

P ( XCE。ただ、社1.....m）
= P(X(E」になる=1....，m,X(Sn）=k）
= P ( Z = k , X(Ej）=たま，う=1....m）
= P(X(E。）=たま （う=1.....m）には） PCEた）

二・籅鬮𣵀儖が贒

= 武EM（な）は長等 に man）=ME，）t-_-+9（En））

← 独立なPoissonの積
つまり、

1 .各X（な）の周辺分布は平均ME；）のPoisson分布 した（ME.）））.

2 . （X(ED）；で は独立。

これは Poisson r m.の定義に他ならない.

Rd全体でも AEB(Rd） に対して、

X CA）=EX(AnSn） と定めれば定義をみたす.
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実軸上の1で

!

の「
（R.B(IRI） 上の Poisson r . m . た（YCAT)AEB奴） を考え、
Xt(w）=Y（

❤

か）（w） と定める.

（Xx)azo をPoisson過分主と呼ぶ。 （逆に（Xx)aからYが復元できる
こともHopfの拡張定理から

わかる）簡単のため
µ（cab）に入（b-a） （一様強度） （No）

とする。 このとき、 Xを 強度几のながー ー '過 程 という

区
来客数、株の取引回数、生命保険の請求回数
（独立に到着する事象の件数をモデル化）

型
Xを強度へのPoisson過程とする.
（I) X。=0 （a.S）

に） X は独立増分
つまり、任意の OEもくもくもぐーーくのに対し .
X t . t t， - . -、 H - X t n
は独立 .

（加法過程）

（3） k se tに対し、
Y - X s は平均八は9） の Poisson分布 に従う：
P（がXいた）= eかは"では興 （たのに、...）.

（4） a s .の w e rに対して .てい Xt (w） は右連続かつ左極限が
存在し、単調非減少. （D・過程） /

こちらをPoisson過程の定義としても良い.

また、 Poisson過程が Levy過程であることもわかる。 （たがXsはすぐ
わかる）
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巫メが強度へのポアソン過程

だ = i n t { t o Naz i｝ （ i z I）
=ゝ T，た一で、ちーた， - _ -
は独立に平均後の指数分布に従う

（Proof） ←時刻-1になっても最初のイベントが到着してない.

Pに、>t）=PM=0）= でも楽「 = e a t

よってでは平均人の指数分布に従う
。_.int？！
e.！！

ASとする.
P（たつしたES）=p(Xt Xs=0， k=1）

= と㷀×Eのは9）= 九 SE''t
よって、たちの同時分布の確率密度関数は

PH.S）= 一品最P（た>もちい）= N E M

(P（た>t,TES）= ド /pair)dudu
となり、分布関数が微分できてL'なら密度Pが存在）

よって.A←Stuとして変数変な魚すると、 （つまり（たち）やしたーていた）

（たせいた） の密度 が（u.S） は という変換）

T(u,S）=p(Stu,S）=入 EM.A E N
I L E ' "は での密度で、Tを fについて積分すると
たてのdensityは入E"となる。
同時密度が周辺密度の積で書けるので.たちとでは独立。

一般のnに対しては、帰納法もしくは. t . c n c . c h , E s o に対して .
P（なくなるが，tellしうる川を計算して全体をど倍（2で0とすれば密度が
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Poisson過程の一選
.Compound Poisson process
- いない過程のジャンプ点

す、 32，-_- ： Fから i.i.d.

X t = &Si1に Et} l ！（保険金請求全額
の影※ヾ※景→ 保険料の設定 で た ち

. Pure-jump L a y 過程 。時間×空間の上のPoisson

r.m.ie:Nの平均測度，
HE0において ジャンプがおきる時刻の分布は連続分布.

代が上のが熱が"'"""

㛏 哆 だ が

一 µ（H I x(IN

!

）=0 ，

にある時刻キでジャンプがおきる確率は0）｛.Gee,hi
uh1）M(dSda） く

❤

f Yaが発散しないための条件）
に0付近（低いジャンプ）で無限回

a ma）：連糸売かつM（0）=0 ジャンプが発生しても良いが.

中（u）= m a x I t ,min lu,I｝｝として、

X n = m H ) t ng be，。小川だ（UN(dadu）-4（a)Mds.du））
とすれば、何か付き）pure jump Leg過程と呼ばれる。またはPoison型Lay過程

- の川）=0のときを普通はpurejumplayと呼ぶ
。 µ（com×［いり）=

❤

の時、小さいジャンプがCat］の間で無限回おきる.
• たの定義内の
協は無限回ジャンプ 集合E内の**の個→
がおきる状況を考慮し 数がME）..................！....

%% $

い

ている.liaは杞を収束 との平均がME）. ' '

することが知られている.
（一様に概収束）
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. pure jumpLevy過程の特性関数
0（u）= maximin fu，11，-1） とする.

E l で刈= e x Himは）Eth，。（どで、1-i中に）Z)uGo，の
xdn）｝

（たのC.f.）

なお . ECB(R l faa）） に対には、 （つまりEは faa）を含まないBored
年分）姞=ドいたU Nldsdu） とすると、

E [ E X E ］ =exp｛ただで、1）Maeda）｝ ←こっちは比較的
簡単にまな

例： が"'ii！蘐×Pjfjneff " "， いた fontainedu)w

↳ f 'g r idた

❤

/ r e
N（（ab）×10，1］）=olaf)

Xm平均点分散哭のガンマ分布學 （特性関数より確認できる）
⇒ Gamma過程と言う.

一 つ Dirichlet過程も導出できる：

"が"；！！孿𡵅る學

（任

❤

も全体

： Gamma過程の比
（Dirichlet分布の無限次元版）

自然言語処理、ノンパラメトリックベイズ推定等で用いられる.

なの分布のノンパラメトリック推定に用いる.

（ピック版の推定等）
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