
確 率 数 理 要 論 9
.増大情報系

咀（増大情報系.filtration）
確率空間（ R F P） において
下の部分6・加法族の族（Fr)noが
O E Y E 「 t に対して、
F s c F t
をみたすとき、増大情報系1 f i l t r a t i . s n ） と呼ぶ.g

区Ba：ブラウン運動

た = 6（1Bs I see.から） はfiltration. y

6-加族族Faは時刻tまでに起きた事象の情報を表す.

凹
（Ft）_： 増大情報系
（Xx）た。： 確率過程

した。でXtがたが測
幽 （Xx)no が た一千興 と言う. （したが齝とも書く）

（Ftadaptive) x
「未来の出来事には依存
しない.
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・確率積分 （伊藤積分，stochastic integration)

D d
E Ga.bJ） （oEa<b）
を以下をみたす確率過程にはthe cabsの集合とする.
（I） 写像 l a b ］ × n → R

(Au ) t s ft(w）
が BKa.byx F - 叮 測

-

値積6-加法族
（2） f は F t -適合
（ろ） E 1 / f Idx］ く

❤

↳ I f Iば（can）

!

）たばだな）

と し て
とする. y

確率積分 でた。113.の 定 義 - _ -

以後、ブラウン運動（Ba）た。はたー適合かつ B r - B sは
Fsと独立とする.
→ このとき、 （Fr）がブラウン運動と呼ぶ.
（例えば た=6（1Bs I SEE。キ］｝）とすれば良い.）

まず、以下の状況を考える：

ft(w）=科ej(w)Ican,aj）（t） （単過程，simple process)

a=たくまくーーーくが b : cab）の分割（固定分点）
ej(w）こ ない一口丁現）， な E E (i.e.E[ei］くか）

i- が
-.-：！

"

？
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このとき .

/1、峴= &いい（13が）-除（い）
一 一

［伊藤積分］

と定める.
は、部分年貢分： ft（り=elw）のとき.

I t . 楽da Ettaで-1！興川=e(w）.（Br Ba)P
u 附 微 分 研 一 ， 、 m y g u n た

単過程から一般のftに拡張したuse極限を取る.
（L2内で）

を （等長性.Iたisometry)
f=（fr)m。：単過程
⇒ E I l i tEdt］ =El(HadBt）2］

つまり.fm/fndBt は Main］）からEに）への等長写像
（liftedは確率変数） /

（Proof) E l B t r Ban IT.，］=0， El（13の一Bain）21た..］=また、
（'： B t BsはFsと独立であったことを思い出す）
なので

右辺 = E［たな（w）（13の（w）-13の」（い）2

-12G.eej(Bの一Be）（13の一Baja）］
= F E [ e i El(Ba，-13た，YI Fai，］］ t e jはない可測

+ 2 たEl
！！

#

た1（13銭が除い1
利］

b t e h t - B i n ) i
=F（たが）E[ei］=Elf l f i dt］ ではない可測

x
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血 （稠密性）
「fe f Ka.b］） に対し、ヨfが （m=1，2，...）：単過分主の列 で .

my。 Elだ（fr-fが）2af If例は4a.mx

つまり、 単過程はよ（Cab？）内で稠密.
（Proof)

ftがasでtについて連続かつ一様有界（HwでIfが1EM）な
場合で示す.
fが（w）= だfた（w）した、，た）H）

と［at）のm等分割 にt.ae...くた=bに対して定義すれば、
優収束定理より

E l la'（fatが）2da］ → o

が言える。

連続でなければ、taをまず
ff"（w）=いた。fields

で近似し、 ftが有界でなければ、M>oに対して
fが：=（favか）へM

で近似すれば良い. /

f Eよ（a.b］） にはし、単過程が'を用いて.f"'→f i n Na.D） と
できて、 等長性より（Idfが'dBt)mTもEG）=ド（RFP）内の
コーシー列になっている.
には）は完備なので、 には）内にコーシー列の収束先が存在する。

これをh b f a h e f

f t p .t . f i? fMdB* （2次平均収束）

一 定 義 かliftedBtはたけ測かつに
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しかも、 これは f川 の取り方によらない。

なぜなら、
11f'にftp.aa.by - ） O， 119'"_fHEcan） - ） O

「Elf！（だたがdtたの意味
なら

11fm_gCm）11go.by= 1 1が _ f t f-9川には別
E lI fにH I SGab）） t119川-f118Gabi)
e t O

であるが、 一方で
11fはgがMean， = E11だが'dB a l dgin)dBt）2］ に等長性）

より、 右辺も0に収束し、 Dfが'dBeとがるが'dBaはした）内で同じ
元に収束する.

型 （等長性） ←先はf：単過程だった

f a fab］） に対し.
El la' tEdt］ =El ( l i f tedBa）2］

x

P I fifthの構成からほぼ自明であるが、一応示しておく.

I fがH → （fr）. i n よ（cab］） より.

E l fdfが"dt］=11f川は（can） → 11HIEkab y .
さらに. 等長性より.
h t ' " I l i ais） = E Hitがda）2］ に等長性）

t t にMadBtの定義.に1stでの収束）
11f1は2（an) E［（fifa dBa）2］

「ないない2つは等しくなる.
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し

!

t.g e

よ（an） に対し、

い） E I fittedBt］ = o

に） fab(Httpg a ) dB t =のDfadB a t PfdG tdP t (as）

証明は省略。 いずれも単過程に対に成り立つことから示せる.

に幽伊藤積分は
より広いクラスの被積分関数にも定義できる。

すなわち、 f tが不適合かつ /だdtく

❤

に
（Elliot］くか ではない）
↳ に内で確率収束する列を作り、

その収束先として定義

吐
確率過程に（Xx)t， た （Yak に対し、
Yが Xの modification またはVe r s i o n であるとは.
に1で P ( X F Yt）=1
となる時を言う、

特に Yが連続な パスを持つ時、Yを連続な修正と言う.
（continuousmodification）

に𦥯不定積
分 Xn=ドtsdBsを考えると、加はに収束の

意味で定義されているので、 as.には一意に定まるが、
零集合がtに依存するので、（Xx）た。が連続なパスを持つとは
限らない、
例えば、 1=［al］，P：一様分布（Lebesgue測度），f=0
とすると、 f fodB s = 0 となるが、任意のtE ET］ に対し、

12の元として 0=11t.ws なので、 f： 1作wに0（as.））
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H0dB= 1law｝ とできる . gjfte。
しかし、全2のWEIに対して、
tい N e w） は連糸売ではない。
一方、 上述のように、1にwに0 （as.）（HEには）より連続な修正を持つ。

しかし、石隺率積分 （Xx)teen は連続な修正を持つことが
知られている。

これは単過程をうまく取ることにより がただがdB s  が Xa  に
as.で一様収束するようにできて（後述のDebの不等式より）、
さらにBrown運動の連続性より もいが）はas.で連続であること
から、 Yもtについて連続な修正が存在することが従う.

以下、確率積分は（零集合におけるふるまいを調整して）連続なパスを
持つとする.

区 Xt=ドBsdBs （伊藤の公式を使えば楽だが、ここでは
直接導出する）

に1，1，-_- に対し2. f = 㳃 （j=0.1.2，-.-，h）とおく.

が（w）= & Bt，_、1はいた）（S）

とする。 このとき .
たがdB=都が（De-13の」）

=利き（13の十-Bay）な（13の一、+13の））（13の一Be）

=一上科（BA-13の」）
2+で言覧學

坊で約3の-13のいたt！
（た（然！ ，礐ー>t i n じ

じた数の法則
よ、て、 X F たが一慧通常の生産分と

の違い！
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普通の積分の感覚で計算したら？
ー ー

仮にXにしBE とする.
⇒ 者が Ba.算←普通なら何微

分なら）
⇒ wに楽ds =ドBy d s

=ドBsdBs
となるので.

f t BsdB s = I BE
となるが、これは先の"正しで計算とズレている。
すなわち、安易に 金（BE）=2Ba楽のような計算をしては
いけない.
it後述の伊藤の公式.
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• マルチンゲール （Martingale）

確率過程の解析ではmartingale理論が役に立つ、
まずは離散時間で考える.

咀 （Martingale）

に（ME：確率過程
がした）は ： 増大情報系
Xが以下をみたすとき（不）マルチンーーたルと言う
（l) Kh で Xn EL' （ i e . E CNnl］<o）
に） （Xn)nは 不適合
（ろ
） n EHLEEh n l a . s i (Hnzm）

区
（Zn）に、

❤

： i . i .d.r. i r, Z , EL'， E [ Z i ］ = 0

⇒ X。=0，
X n = E Z i
とすると、 （Xn)nは マルチンゲール

（た：=Hsl, Fn：=6（Z......Zn））
ヒ）

「n.XnEL'は明らか. た適合性も明らか.
任意のn>m に対して

E [Xn | Fm］ = Xn+E [ Zm i t - _ - t Z n I T］ =Xm (O.O）
じXmはたけ測なのでE[XmlFmたXmas）） y
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S：可算集合 ，
（Xn）の

!

：S値r.us

た=6（Xi....，Xn）
、一つまりかだば｝）

なら F nの元は ｛がhi，-_-、Xn=an｝ の形の集合の和集合で書ける.
→ のは時刻nまでに得られる情報を表している.

Xuはギャンブルにおける時刻nの資産であるとに考えとみよう.

マルチンゲールのDefの（3）は時刻mまでの情報下でのXnの条件付期待値
がXmに等しい。つまり、どの時点でみても将来の利益の条件付期待値
が0であることを意味している.
i t マルチンゲールは「公平な賭け」 とも言われる.

旺
マルチンゲールの定義で（3）の代わりに
（ら） E [ X n I T ] Z Xm (as.） （him） ⇒ Xは劣マルチンゲール

sub.martingale

( Y ) E [ X n 1 F m ] E X n (as.） （は3m） ⇒ Xは優マルチンケンに
super-martingale

咀 （停止時刻，stopping time）
た （Fn)e： 増大情報系
確率変数で r→Z+u1

❤

らが
したn}E F n ( E n E Et） < 一 時刻にまでの情報で

をみたすとき、さを停止時刻と言う たんかどうかがわかる。
未来の情報には依存しない.

I i i t区 Markov連鎖における初到達時刻
（ギャンブルで破産する時刻とか） jet借金
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血 （任意抽出定理， Optional stopping theorem)

X=（Xn)ne： 劣マルチンゲール
で 停止時刻 で、 ヨMEI N で T E n (as）

⇒
EH。1EEした］ E E [ X n］

←ただし.にしがたい（w）

特に Xが マルチンゲールなら 区［Xi）=EN。1
4

※ つまり.マルチンゲールはいつ賭けをやめる戦略をとっても利益の期待値は0.

（Proof)
E [ X i ］ = E [ X i /1［たい］ =！ElXiしたの3］.
ここで . したん｝Eたかい た［Xnl F ] Z X (GS）なので、
条件付き期待値の性質より
右辺 E f Elた［XnlFil1作の3］

= EE[Xn11だい］ ぐ 11たの1は7河測なので）

= E[Xn☆れたり］ = E [Xn ]
LEITE O E E E h ）

これで、 E [ k ] E E E Xn） は示せた、

また . l i zた仁 にEた1F= （

$

したの3）とFm より、

EN。］ = EN。11た。1］+ E[X。1に21｝］
E E l Xi！した。1］ t E l E M IF。311礜，

測
= E[X-1した。1］ + E[X，1に214］

i
= E [ X i 部にis］ = E lXi］ .

特にXがマルチンゲール なら （-Xn）とも劣マルチンゲールなので、
E H . ］ E E EX i ] E E E Xn］ でもある。よって E M I = E [ X n ]

y
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